TMS051 Matematisk statistik och simuleringsteknik, Z, del A

Tentamen 31 augusti 2006 fm

Aven omtentamen pa TMS050 Matematisk statistik och simuleringsteknik Z, del A.

Tilldtna hjdlpmedel ir riknedosa utan information om kursen i minnena, Beta samt
kursens formel- och tabellsamling.

Examinator dr Tommy Norberg, ankn 3528 eller 0730 7942 09. Tommy gar att nas per
mobiltelefon under tentamen.

Maximalt antal tentamenspoéing ar 30, av dessa kravs 12 for godkint betyg pa ten-
tan och 18 resp 24 for 4:a och 5:a. Losningar gar att ladda ner fran kurshemsidan.
Réattningsprotokoll anslas i MV:F, plan 2.

Svar skall motiveras om ej annat sigs i uppgiften.

Uppgifter

1. Varje dag skippas 20 enheter till en ssammanséittningsindustri. Fyra av dessa sorte-
ras ut slumpmassigt och funktionskontrolleras. Antag att sex enheter ej fungerar
tillfredsstéllande. Hur stor &r sannolikheten att man hittar

(a) exakt tva enheter som ej fungerar tillfredsstéllande? (2 p)
2

(b) minst tva enheter som ej fungerar tillfredsstéllande? (2 p)

2. Nar Kvast-Hilda, stadens mest kinda hixa, kokar ihop en soppa som kan forvandla
en groda till en prinsessa hinder det ibland att hon istéllet far en soppa som istéllet
forvandlar grodan till en hést. Vis av mangarig erfarenhet vet Kvast-Hilda att detta
hiander ca 3 ganger av 17. Under tre pa varandra foljande veckor kokar Kvast-Hilda
denna soppa. Ungefir hur stor dr sannolikheten att det blir fel

(a) en gang? (2 p)
(b) minst en gang? (2 p)
3. Berikna véntevirde och 75%-kvantil for exponentialférdelningen. (3 p)

4. Antag att tiden tills en viss utrustning “gar ner” (alltsa slutar att fungera) &r
exponentialfordelad med vintevirde p. Parametern A = 1/u brukar da kallas for
intensiteten. I ett test av 7 sadana utrustningar uppmaéttes funktionstiderna

76.6 43 38 1.7 30.1 4.2 225
ML-skatta intensiteten \. (4 p)

5. Man miétte tiden ¢ for utférandet av en viss uppgift i sammanséttningen av en viss
produkt. I n = 100 pa varandra foljande utforanden erhdlls Y. ¢; = 74365, . 17 =
553948. Under lampliga villkor kan man punkt- och intervallskatta vintevardet u.
(a) Vilka &r dessa villkor? (b) Gor nu punkt- och intervallskattningen. Den senare
ska ha konfidensen 99%. (c) Granska kritiskt villkoren. Finns det nagot — och i
sé fall, vilket — som kanske inte dr uppfyllt? (1+3+1 p)



6. Under samma villkor som i ovanstaende problem kan man intervallskatta standar-
davvikelsen o. Intervallet ska vara uppat begrénsat (men ej nedat) och konfidensen
ska har vara 99%. (3 p)

7. Nu nér vi borjar nirma oss valtider gors manga politiska partundersékningar. I en
fick alliansen 50.1% medan det andra blocket tillsammans erholl 45.2%. Antag att
2000 personer besvarade enkiten och att den &ar gjord enligt vedertagen statistisk
metodik. Intervallskatta med konfidensen 95% skattningen av sannolikheten att
en godtycklig véljare rostar pa nagot av allianspartierna. (3 p)

8. Antar man att inga nya partier kommer in i riksdagen, sa ar det bara (0.501 +
0.452) - 2000 = 1906 av de 2000 avlagda svaren som bor riknas, eftersom det &r
rosterna pa partierna som kommer in i riksdagen som avgdér mandatférdelningen.
Ar alliansens ledning med detta sitt att rikna statistiskt sikerstilld? (4 p)

Lycka till!



Losningar till TMS051, del A den 31/8-06
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3. Exponentialférdelningens tithet dr f(z) = Ae * eller f(z) = %e*’”/ﬂ, beroende pa
om man viljer intensiteten A eller § = 1/A som parameter. Utfallsrummet &r positiva
talaxeln, sd x > 0, Med den forstndmnda parametriseringen fas
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4. Titheten, uttryckt m.h.a parametern X, ar f(z) = Ae %, z > 0. Utfallet z1,...,z, har
dérfor troligheten

L) = f(@1) .. fzg) = Ae™ o he™ M0 = \Pem A2 %

ML-skattningen ar det A som maximerar trolighetsfunktionen. Logaritmera, sdtt deriva-
tan till noll och 16s ut A:

L(\) =log L(\) = nlogA — XY _ z;
%

n
1y n_ ) _.n _1
LAN=0 <« )\—E r & /\_Eiﬂci_i

ML-skattningen ar saledes A= 1/z. Till sist, ), ; = 76.6 +4.3+3.84+1.7+30.1+4.2+
22.5 = 143.2 = A = 7/143.2 = 1/20.457 = 0.0489.

5. (a) Observationerna méste vara oberoende och likaférdelade

(b) Vi far £ = 7436/100 = 74.36 och s? = 91—9 (553948— 1(1)—074362) = 10.1721 =
s = 3.189 etc. Vi far nu att y = t + 2.6s/4/n = 74.4 + 0.83 etc. Nir man har s&
méanga observationer som hér &r det ingen mening med att hdmta kvantilen ur ¢-
tabellen. Det ar tillrdckligt noggrant att ange det statistiska 99%-felet till 2.6 ganger
standardfelet. Hade 6nskad konfidensgrad varit 95%, hade jag istéllet multiplicerat
standardfelet med 2.

(c) Oberoendeantagandet behover verifieras pa nagot sitt, eftersom det typiskt dr sam-
ma operator som gor de 100 monteringarna och det kan ju finnas beroenden mellan
pa varandra féljande monteringar. Dessutom skulle jag vilja veta sdkert att man inte
bytt operator under férsoket, for da kanske inte observationerna &r likafordelade.



6. Vi utgér ifran att (n — 1)s2/0? ~ x%(n — 1). T x?(100)-tabellen hittar vi 0.99-kvantilen
70.0649, vilket vdrde &r aningen for stort, eftersom antalet frihetsgrader ar 99 inte 100.
Hindelsen 70.0649 < 99s?/0? intriffar alltsd med den ungefirliga sannolikheten 0.99,
och genom att stoppa in s2 = 10.172 och omvandla olikheten far vi att det sokta 99%-
intervallet dr o < \/99 -10.172/70.0649 = 3.79. Se fotnot 1.

7. p=0.501£2,/0.501 - 0.499/2000 = 0.501+0.022 ("felet” ir alltsa drygt 2 procentenheter,
trots att man tillfrdgar s& manga som 2000 véljare)

8. Av 1906 tillfragade viljare ar det 0.501 - 2000 = 1002 som véljer nagot alliansparti. Ett
nedéat begr konfidensintervall f6r proportionen alliansvéljare ar darfor p > 1002/1906 —

1.65\/ 002 (1—1282) /1906 = 0.526 — 0.019 = 0.507. Det forefaller alltsa som att allian-

sen hade ett overtag da métningen gjordes. (Obs 1.65 ar 0.95-kvantilen i normalfordel-
ningen.)

Fotnot 1 I ett tidigare forslag till 16sning av uppgift 6 anvindes felaktigt 0.01-kvantilen 135.807.
Tack till er som papekade detta misstag. Till alla: att o < 2.7 giller med 99% konfidens, vilket
ju var svaret i den felaktiga 16sningen, &r orimligt eftersom s = 3.189. Déremot géller o > 2.7
med 99% konfidens, men det dr en annan historia.

Resultat:
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TMS051 Matematisk statistik och simuleringsteknik, Z, del A
Tentamen 22 oktober 2005 em V

Aven omtentamen pa TMS050 Matematisk statistik och simuleringsteknik Z, del A.

Tilldtna hjdlpmedel ir rdknedosa utan information om kursen i minnena, Beta samt
kursens formel- och tabellsamling.

Examinator dr Tommy Norberg, ankn 3528 eller 0730 79 42 09.

Maximalt antal tentamenspoédng ar 30, av dessa krivs 12 for godként betyg pa tentan
och 18 resp 24 for 4:a och 5:a. Losningar gar att ladda ner fran kurshemsidan. Réttnings-
protokoll anslas i férsta vaningen i Matematisk centrum, Eklandagatan 86. Genomgang
av tentan gors torsdagen den 10 november kl 13-15 i HA3. Granskning av tentan kan un-
der terminstid &ven goéras i mottagningsrummet pé entréplanet (vaning 2) i Matematisk
centrum ma-fr 123°-13. Obs att Matematiskt centrum flyttar under juluppehallet.

Svar skall motiveras om ej annat sigs i uppgiften.

Ubppgifter

1. Visa for tva godtyckliga hindelser A och B, att

(a) P(B\ A) = P(B) — P(AN B) (2p)
(b) P(AUB) = P(A)+ P(B)— P(ANB) (2 p)

2. Du drar tva kort ur en vilblandad kortlek. Berdkna sannolikheten att bada har
samma, valor. (For den som aldrig spelat kort eller glomt: En kortlek bestar av
52 kort, indelade i 13 valorer med 4 kort i varje.) (3 p)

3. I syfte att ta reda pa om det verkligen &r nagon skillnad i smak pa en viss kind
laskedryck och en billigare kopia gjordes 10 s.k dubbla blindtest, i vilka en for-
soksperson ombedes tala om vilken av tva drycker han/hon tycker bist om. (Att
testet dr ett dubbelt blindtest betyder att inte heller férsoksledaren vet vilken av
dryckerna som é&r originalet.) Lat X vara antalet ganger forsokspersonen véljer
originalet. (a) Vilken sannolikhetsfordelning har X om det inte &r nagon skillnad
pa dryckerna? I 8 av de 10 forsoken valde forsékspersonen originalet. (b) Ar ett
sd pass extremt resultat forvanande om det inte dr nagon skillnad pa dryckerna?
Téank dig in i situationen att du ar forsdksledare och vill dra nagon form av slutsats
av experimentets resultat. Svara kortfattat, men tydligt. (2+2 p)

4. For en produktionsanldggning vet man att den gar ned med intensiteten ~ 0.0025
per timma. Berdkna under lampligt antagande (a) forvintat antalet stopp under
en period av 400 timmar, och (b) forvintad tid tills nésta stopp. Glom inte att
tydligt ange vilket antagande du gor. (24241 p)

5. Antag att de tva stokastiska variablerna X och Y &r kontinuerligt fordelade med
tathet

flz,y)=c for 0<z<y<l1

Berikna Cov[X,Y]. (4 p)



6. Besvara med Ja eller Nej foljande tre fragor. Motivera inte dina svar.

(a) Ar medelvirdet en vintevirdesriktig skattning av vintevirdet? (1 p)
(b) Ar stickprovsvariansen en viintevirdesriktig skattning av variansen? (1 p)

(c) Ar stickprovets standardavvikelse en viintevirdesriktig skattning av standard-
avvikelsen? (1 p)

7. Under fem konsekutiva arbetsdagar 14t man fem medarbetare utfora ett visst mo-
ment i produktionen av en viss vara. Efter introduktion och en timmas trining
under Overinseende av ansvarig arbetsledare, métte man tiden det tog att utfora
momentet. Harvid erhélls for de fem medarbetarna:

9.13 6.67 10.25 10.58 7.71

(tidsenhet: minuter) Syftet var att skaffa sig en Gvre grans for momentets snittid.
Den pa foretaget ansvarige for statistisk bearbetning konstaterade efter att ha
gjort en QQ-plot! att det inte #r orimligt att i den fortsatta analysen utgé ifran
att tiderna ar (i alla fall approximativt) normalfordelade. Lat p beteckna den
forvintade tiden det tar att utféra momentet. Berdkna en 6vre grans pg, sadan att
risken att pastaendet p < pg ar fel ar ca 5%. (4 p)

8. I syfte att fa en uppfattning av kvaliteten hos en viss vara, tillverkad av en un-
derleverantor, valde man i 100 konsekutiva skeppade partier slumpmassigt ut en
enhet ur varje. Den utvalda enheten kontrollerades noggrant. Har gor vi det for-
enklande antagandet att kontrollen var m.a.p en viss funktionalitet och att man
helt enkelt avgjorde om enheten holl de med underleverantoren 6verenskomna kra-
ven for denna funktionalitet eller ej. Det visade sig att 90 uppfyllde kraven och att
10 ej gjorde det. Punkt- och intervallskatta sannolikheten att en godtycklig enhet
levererad av denna underleverantér uppfyller kraven for varan ifraga. (3 p)

Lycka till!

T del B far du lira dig vad en Q(uantile-)Q(uantile)-plot &r och vad man kan anviinda en sadan till



1.

Losningar till TMS051, del A den 22/10-05

(a) P(B)=P(ANBUB\ A)=P(ANB) + P(B\ A)
(b) P(AUB) = P(AUB\ A) = P(A) + P(B\ A) = P(A) + P(B) — P(AN B)

Hér ska man tydligt visa att argumenteringen baseras pa axiomen. Annars blir det inga
poang.

Totala antalet utfall ar (522) = % Antalet utfall ddr bada korten har samma valor &r
enligt multiplikationsprincipen 13 - (3) . (408) =13 % - 1. Sannolikheten for lika valor
(par) blir séledes enl den klassiska sannolikhetsdefinitionen

13- () _,, 43 _3 1
T_13.5_25—1_5—1_1—7~0.O589

Man kan ocksé tdnka s héar: Forsta kortet spelar ingen roll. Det bestdmmer dock i vilken
valor man kan f& sitt par. Sedan giller det att andra kortet far samma valor som det
forsta. Denna sannolikhet &r naturligtvis 3/51.

(a) Man gor 10 oberoende och likaférdelade forsok. Om det inte &r ndgon skillnad mellan
dryckerna blir valet av dryck fullstindigt slumpmaéssig. Sannolikheten att forsdksperso-
nen véljer originalet méaste d& vara 1/2. Hérur drar vi slutsatsen att X &r binomialférdelad
med parametrar n = 10 och p = 1/2. (b) Vi har att

10

10 kot nio g AB+104+1 56
> = = = ~ .
P(X >8) k§_8:<k)(1/2) (1/2) 0% T3g = 0085

Att en férsoksperson viljer ndgon av dryckerna minst 8 ganger av 10, sker alltsé oftare
dn 1 gang pa 10 (om det inte &r ndgon skillnad). Jag skulle darfor inte bli sddar valdigt
forvanad. Resultatet 8-av-10 kan dock tyda pa att forsokspersonen tycker att originalet
smakar béttre. Men att statistiskt sékerstilla detta kraver fler forsok.

Har ar det rimligt att antaga att stoppen foljer en Poissonprocess, vilket innebér (1) att
antalet stopp under tiden [0,¢] &r Poi(At) och (2) att tiden till nésta stopp ar exp()).
Hér dr A = 0.0025 = 1/400. Ur formelsamling eller Beta far vi nu reda pa att svaret pa
(a) & At = 1 och att svaret pa (b) &r 1/A = 400 timmar.

Arean av utfallsrummet f6r paret (X,Y) dr 1/2, s& ¢ = 2. De tva marginaltdtheterna for
X och Y ér

1
f(:c):/cdy:2(1—$) for 0<z<1

Y
f(y)=/cdw=2y for 0<y<1
0

Vi far nu att
1 1
E[X]:/ 2:v(1—w)dxz/(2$—2:v2)d:v:1——:—
0 0

1 9 )
E[Y] = 02y dy:§

1 ry 1 Y 1 1
E[XY] :/ / :cycdxdy:2/ y/ :(;d:cdy:/ ydy ==
0 J0 0 0 0 4



(Att E[X] = 1— E[Y] ar vil ganska sjalvklart, eller. .. Titta pd marginaltdtheterna.) Det
foljer nu att

Cov[X,Y] = E[XY] - E[X]E[Y] =

] =
N=R V)

(a) Ja, ty E[X]=pu
(b) Ja, ty E[SY] =0
(c) Nej, ty E[S] # o utom i ointressanta undantagsfall

2

. Vi noterar att n =5, Yz = 44.34, 3" 2% = 404.2888. Hirur fas att

= 1.664

44.34 404.2888 — 44342
E:T3:8.868 och s:\/ 1 5

Ur t-tabell (4 frihetsgrader) fas kritiska virdet ¢9.95 = 2.132 och vi ser till sist att
p<z+ t0_058/\/ﬁ = 8.868 + 1.587 ~ 10.45 minuter
géller med konfidensen ca 95%.

. Punktskattningen av den stkta sannolikheten &r p = 90/100 = 0.90. Héarur fas att
nmin(p,1 —p) = 10 > 5. Vi kan dérfor anvinda normalapproximationen av bin(n, p) d&
vi berdknar ett konfidensintervall fér p. D4 inget sagts om konfidensgraden viljer vi att
sikta pa = 0.95. Motsv kvantil (d.v.s 0.975-kvantilen) i normalférdelningen ar ~ 2, s

p=p=+2y/p(1—p)/n=0.90+£0.06
eller

p € [0.84, 0.96]

géller med ca 95% konfidens. Med ca 90% konfidens géller p = 0.90 + 0.05 och med ca
99% konfidens galler p = 0.90 £ 0.08.



TMS051 Matematisk statistik och simuleringsteknik, Z, del A

Tentamen 12 januari 2006 fm V

Aven omtentamen pa TMS050 Matematisk statistik och simuleringsteknik Z, del A.

Tilldtna hjdlpmedel ir rdknedosa utan information om kursen i minnena, Beta samt
kursens formel- och tabellsamling.

Examinator dr Tommy Norberg, ankn 3528 eller 0730 79 42 09.

Maximalt antal tentamenspoéng dr 30, av dessa krivs 12 for godkint betyg pa ten-
tan och 18 resp 24 for 4:a och 5:a. Losningar gar att ladda ner fran kurshemsidan.
Réattningsprotokoll anslas i nya MV-huset, Horsalsvigen 1.

Svar skall motiveras om ej annat sigs i uppgiften.

Ubppgifter
1. Visa att

P(A|B) = P(4) <« P(B|A)= P(B) (3 p)

2. For en brusig bindr kommunikationslank géller att en séind etta felaktigt tas emot
som nolla i ca 5% av fallen och att en sind nolla felaktigt tas emot som etta i
ca 2.5% av fallen. Man riknar med att proportionen ettor som sands ar ca 50%.
Antag att en nolla togs emot. Hur stor dr den betingade sannolikheten att det var
en nolla som séndes? (4 p)

3. Antag att du har for avsikt att gora 5 oberoende upprepningar av ett forsck sadant
att det lyckas med sannolikheten 0.25. Berdkna sannolikheten att

(a) minst ett forsok lyckas (2 p)
(b) exakt tva forsok lyckas (2 p)

4. En stokastisk variabel 4r normalfordelad med vanteviarde 4 och standardavvikelse
0.8. Man har for avsikt att gora fyra oberoende observationer av den. Berdkna
sannolikheten att

(a) den andra observationen hamnar i intervallet fran 3.6 till 4.4 (2 p)
(b) medelvéirdet hamnar i intervallet fran 3.6 till 4.4 (2 p)

5. Tva stokastiska variabler X och Y har standardavvikelserna 3 resp 4. Deras kor-
relation &r —0.875. Berdkna standardavvikelsen for X + Y. (3 p)

6. Motivera inte dina svar pa denna uppgift.

(a) Du lédser i din dagstidning om den senast utférda partisympatiundersékning-
en. I texten laser du att Junilistan, om det vore val idag, skulle fa 3.7% av
rosterna. I den forra undersokningen (som gjordes en manad tidigare) var
proportionen véljare som skulle rosta pa Junilistan 4.8%. Du far ocksa reda
pa att fordndringen &r statistiskt sikerstilld. Betyder detta att risken ar ca
5% att pastaendet



(1) att Junilistan inte skulle klara 4%-grénsen om det vore val idag

(x) att farre &n 4.8% procent av viljarna skulle rosta pa Junilistan om det
vore val idag

(2) att farre skulle rosta pa Junilistan idag &n fallet var f6r en méanad sedan
ar fel? Vilket alternativ ar korrekt—1, x eller 27 (2 p)

(b) I en rapport av en statistisk analys far du reda pa att ett visst estimat &r
vantevardesriktigt. Betyder detta att
(1) om experimentet upprepas ménga ganger och man berdknar medelvirdet
av estimaten, sa kommer detta medelvirde att konvergera mot det sanna
parametervirdet da antalet upprepningar gar mot odndligheten

(2) sannolikheten att det sanna vérdet ar storre resp mindre &n det estime-

rade dr 50%7
Vilket alternativ dr korrekt—1 eller 27 (2 p)

7. T en studie av ett materials hallfasthetsegenskaper uppmittes foljande virden for
5 oberoende prover:

2.10 3.52 5.14 3.98 6.47

Enheten &r ovisentlig. Antag att observationerna &r lognormalférdelade. Lat p
resp o beteckna vantevirdet och standardavvikelse pa log-skalan. Kan man med
nagon rimlig sikerhet pasta att e > 2.57

8. 20 av ett kint stort bilforetags testfcrare provkorde en ny testbana sa fort de kun-
de. Varje forare korde 5 varv och den snabbaste varvtiden registrerades. I syfte att
undersoka variationen i snabbhet mellan férarna riaknades dérefter standardavvi-
kelsen ut. Det visade sig att denna blev 8.76 sekunder. Bestam ett konfidensinter-
vall for motsv teoretiska storhet. Onskad konfidensgrad #r ca 95%. (En kvantilplott
gjordes. Den sa inte emot antagandet att snabbaste varvtiden ar N(u, o)-fordelad.)

Lycka till!



Svar eller 16sningar till TMS051, del A den 12/01-06

. Léttast dr att konstatera att bada péstdendena &r ekvivalenta med att A och B ér
oberoende. D3 maste de sjilvklart vara ekvivalenta. Men man kan ocksd antaga att
P(A|B) = P(A). Da foljer att P(AN B) = P(A|B)P(B) = P(A)P(B) Hérur foljer nu
att P(B|A) = sz%g) = P(ﬁ)(lng) = P(B). Detta bevisar den ena implikationen. Den
andra foljer av symmetrin. (Har man visat att P(A|B) = P(A) = P(B|A) = P(B), s&
har man naturligtvis dven visat att P(B|A) = P(B) = P(A|B) = P(A). Det &r ju bara
att byta ut A mot B och B mot A i den visade implikationen.)

. Lat S och M beteckna det som sénds resp det som tas emot. Vi far reda pa att P(M =
0/S = 1) = 0.05, att P(M = 1|S = 0) = 0.025 och att P(S = 1) = P(S = 0) = 0.50.
Bayes formel ger

P(S = 0)P(M =0|S = 0)
P(S=0)P(M =0|S=0)+ P(S=1)P(M =0/S =1)
N 0.50 - (1 — 0.025) 04875
7 0.50 - (1 —0.025) +0.50-0.05  0.5125

P(S=0/M=0)=

~ 0.951

. Antalet lyckade forsok ér Bin(5,0.25), si (a) 1—0.75° =~ 0.763 (b) (5)0.2520.75° = 0.264
. (a) ©(0.5) — ®(—0.5) = 2®(0.5) — 1 ~ 0.383 (b) ®(1) — &(—1) =2%(1) — 1 ~ 0.683

. Notera forst att Kov[X,Y] = —0.875 -3 -4 = —10.5. Vi far sedan att Var[X + Y] =
32 442 —2.10.5 = 4. Saledes har summan standardavvikelsen 2.

C(a)2 (b) 1

. Efter logaritmering av data far jag Y.z = 6.8859 och .22 = 10.2084. Dessutom #r
n = 5. Séledes ar x = 1.377 och s = +/0.18132 = 0.4258. Griansen i ett nedat begrénsat
konfidensintervall f6r p ar Z —t9,05,48/+/n = 0.971 (konfidensgrad ca 95%) och p > 0.971
& et > 09 = 2,64 > 2.5. Saledes giller att risken att pastdendet e > 2.5 &r fel #r
mindre én ca 5%. Svaret pa fragan &r alltsd ja, med iallafall ca 95% konfidens (eller ej
mer dn ca 5% felrisk).

. Ur tabell i t.ex formelsamlingen fas kvantilerna X%9,0.025 = 8.9065 och X%9,0,975 = 32.8523.
Via invertering av den dubbla olikheten

2
2 (n-1)8 2
X19,0.025 < S — < X19,0.975

(som ju intraffar med sannolikheten 0.95) erhélles

_ 2 _ 2
6.662 — 44.381 — (”271)5 <2< (n- 1S

X19,0.975 X19,0.025

= 163.702 = 12.792

Det sokta konfidensintervallet &r saledes 6.66 < o < 12.79.



