
Chalmers tekniska högskolaMatematisk statistikTMS051 Matematisk statistik o
h simuleringsteknik, ZTentamen 30 mars 2005 f VTillåtna hjälpmedel är räknedosa utan lagrad information om kursen, Beta samtkursens formel- o
h tabellsamling.Examinator är Tommy Norberg, ankn 3528 eller 0730 794209. Tommy är just nu iAsien o
h återkommer till Sverige den 10:e april.Jour ärMaximalt antal tentamenspoäng är 30, av dessa krävs 12 för godkänt betyg o
h 18 resp 24 för4:a o
h 5:a. Lösningar går att ladda ner från kurshemsidan. Rättningsprotokoll anslås i förstavåningen i Matematisk 
entrum, Eklandagatan 86. Granskning av tentan kan under terminstidgöras i mottagningsrummet på entréplanet (våning 2) i Matematisk 
entrum må-fr 1230�13.Svar skall motiveras om ej annat sägs i uppgiften.Uppgifter1. Antag att du i din hand har en välblandad standard kortlek om 52 kort, varav13 med �färgen� spader. Du lägger först ett kort på bordet o
h sedan ett till. Bådakorten läggs med baksidan upp så att man inte kan se deras färg.(a) Hur stor är sannolikheten att det första kortet har färgen spader? (1 p)(b) Hur stor är sannolikheten att det andra kortet har färgen spader? (1 p)(
) Är händelserna �första kortets färg är spader� o
h �andra kortets färg ärspader� oberoende? (2 p)Ingen motivering krävs på deluppgifterna (a) o
h (b). Däremot är det viktigt attdeluppgift (
) motiveras korrekt.2. Denna uppgift o
h nästa handlar om en �binary symmetri
 
ommuni
ation 
han-nel�. En sådan sänder en bit (som kan anta värdena i = 0; 1) åt gången o
hde�nieras av att P (M1jS0) = P (M0jS1) = pHär bete
knar Mi händelsen att biten i mottages o
h Si händelsen att biten isänds. Beräkna P (S1jM1) om P (S1) = 0:5. (3 p)3. Visa, för den binära kommunikationskanalen som beskrivs i ovanstående uppgift,att P (S1jM1) > P (S1) , 2p < 1. (4 p)4. (a) Kan funktionen f(x), given av attf(x)
 = 8>><>>: x� 0:20:15 då 0:2 � x � 0:350:7� x0:35 då 0:35 � x � 0:7



för något 
 (o
h i så fall vilket) fungera som täthet för någon stokastiskvariabel. (Svaret är, som du förstår av nästa fråga, ja, men du måste motiveradet korrekt.) (2 p)(b) Låt den stokastiska variabelnX ha denna täthet. Beräkna P (X � 0:35).(2 p)5. Låt X; Y vara bivariat normalfördelade med E[X℄ = 2, E[Y ℄ = 1, Var[X℄ = 4,Var[Y ℄ = 1 o
h � = 0:5. Sätt U = X � 2Y . Vilken fördelning har U? (4 p)6. Man gjorde 7 mätningar av en exponentialfördelad tid. Därvid erhölls:1:226 0:765 3:090 2:457 0:667 0:335 3:340(tidsenhet: timmar). Beräkna trolighetsskattningen av den 75:e per
entilen. Gesvaret med 2 korrekta de
imaler. (4 p)7. I en simuleringsstudie gjordes n = 10 000 oberoende simuleringar av en slump-mässig storhet x med okänt väntevärde �. Därvid erhölls Px = 27 400 o
hP x2 = 85 075. Hur stort är �felet� i skattningen �̂ = 2:74 av �? Räkna ut det med95% kon�dens. (3 p)8. Efter reparation av ett mätinstrument skulle det kalibreras m.a.p väntevärdes-riktighet medelst jämförelse med ett väntevärdesriktigt instrument. Man gjorden1 = 9 mätningar o
h erhöll medelvärdet �x1 = 3:57 samt variansen s21 = 0:538med det just reparerade instrumentet o
h i ytterligare n2 = 6mätningar av sammastorhet med det väntevärdesriktiga instrumentet erhölls �x2 = 4:47 o
h s22 = 0:621.(a) Finns det anledning att misstänka att de båda instrumenten hade olika stan-dardavvikelser i denna mätning? (2 p)(b) Finns det anledning att misstänka att det just reparerade instrumentet ej gerväntevärdesriktigta mätresultat? (2 p)Oberoende normalfördelade data kan förutsättas. I deluppgift (a) är det lämpligtmed kon�densen 90% o
h i deluppgift (b) 95%.
Ly
ka till!



Lösningar till TMS051 den 30/3-051. Låt Ai, för i = 1; 2, bete
kna händelsen att kort i är spader.(a) P (A1) = 1352 = 14(b) P (A2) = 14 (för alla korten i leken gäller ju att sannolikheten att det är spaderär 13=52 = 1=4 om man inte vet något om de övriga)(
) Nej, ty P (A1 \ A2) = P (A1)P (A2jA1) = 1352 1251 6= 14 14 = P (A1)P (A2)2. Bayes formel ger:P (S1jM1) = P (S1)P (M1jS1)P (S1)P (M1jS1) + P (S0)P (M1jS0) = 1� p1� p+ p = 1� p3. P (S1jM1) > P (S1) , P (S1 \ M1) > P (S1)P (M1) , P (M1jS1) > P (M1) =P (S1)P (M1jS1)+P (S0)P (M1jS0), P (S0)P (M1jS1) > P (S0)P (M1jS0), 1�p >p , 2p < 1, qed4. (a) f(x) � 0 o
h integrabel, så den måste vara en täthet för något positivt 
. Viser att R1�1 f(x)
 dx = R 0:70:2 f(x)
 dx = 0:5�12 = 0:25 ) 
 = 4 (f(x)
 är ju en triangelmed basen 0:15 + 0:35 = 0:5 o
h höjden 1)(b) Den sökta sannolikheten är 1� R 0:35�1 f(x) dx = 1� R 0:350:2 f(x) dx = 1� 0:15�42 =1 � 0:3 = 0:7 (restriktionen av f(x) till intervallet [0:2; 0:35℄ är en triangelmed basen 0:15 o
h höjden 
)5. Linjärkombinationer av bivariat normalfördelade variabler är normalfördelade, såU är N(�; �). Vi får vidare att � = E[U ℄ = E[X℄ � 2E[Y ℄ = 2 � 2 � 1 = 0, samt�2 = Var[U ℄ = Kov[U; U ℄ = Kov[X � 2Y;X � 2Y ℄ = Kov[X;X℄ � 2Kov[X; Y ℄ �2Kov[Y;X℄+4Kov[Y; Y ℄ = Var[X℄+4Var[Y ℄�4Kov[X; Y ℄ = Var[X℄+4Var[Y ℄�4 �pVar[X℄Var[Y ℄ = 4 + 4 � 1� 4 � 12 � p4 � 1 = 4. Således är U � N(0; 2)6. Modellen är att data är exp(�)-fördelade. Då är täthetenf(x) = � e��x för x � 0Den 75:e per
entilen x0:75 uppyller0:75 = Z x0:750 � e��x dx = 1� e��x0:75 ) x0:75 = � ln 0:25� = ln4�Således gäller att trolighetsskattningen av x0:75 ges avx̂0:75 = ln 4�̂där �̂ är trolighetsskattningen av �. Denna fås medelst maximering av trolighets-funktionen L(�) =Yi f(xi) = � e��x1 � : : : � � e��xn = �n e��Pi xi



Här bete
knar x1; : : : ; xn de uppmätta tiderna. Tri
ket, som man ska känna till, iden här typen av maximi-problem, är att man istället ska maximera logaritmen.Därför bildar vi L(�) = n ln�� �Xi xiDerivera, sätt derivatan till noll o
h lös ut �:dLd� = n� �Xi xi = 0 ) n� =Xi xi ) � = nPi xi = 1�xLoggade trolighetsfunktioner av denna typ är konkava, så detta måste vara enmaximipunkt. (Inget poängavdrag om argumentation för att detta är en maximi-punkt saknas.) Således gäller att �̂ = 1�x ) x̂0:75 = �x ln 4. Återstår att räkna utatt �x = 11:887 = 1:6971 : : : ) x̂0:75 = 2:357. Börja med att beräkna �x = 1nPx = 2:74 o
h (n�1)s2 =P x2� 1n (P x)2 = 9999) s2 = 1 ) s = 1. Kon�densintervallet blir � = �x � 1:96s=pn � �x � 2s=pn =2:74� 0:02. Den som svarar �1:96 � 10�2 = �0:0196 får naturligtvis o
kså rätt8. (a) Under nollhypotesen H0 : �1 = �2 är kvoten s21=n1s22=n2 , vars evaluerade värdeär 1:846840 : : :, F (df1; df2)-fördelad, där dfi = ni � 1 = 8 resp 5. I tabel-len i formelsamlingen ser vi att det för en F (5; 8)-fördelad variabel f gäl-ler att P (f � 0:208) = P (f � 3:688) = 0:05. Notera nu att 0:208 �1=1:846840 : : : = 0:541 � 3:688 ( s22=n2s21=n1 är ju F (5; 8)-fördelad). Data tyderalltså inte alls på att antagandet �1 = �2 är oriktigt(b) Eftersom vi inte har någon anledning att misstänka att �1 6= �2, �poolar� viihop de två variansskattningarna till en enligts2 = (n1 � 1)s21 + (n2 � 1)s22n1 + n2 � 2 = 0:5699 : : : ) s = 0:755Totala antalet frihetsgrader i denna skattning är n1+n2�2 = 13 o
h en titt imotsvarande t-tabell ger oss 0:975-kvantilen t0:025 = 2:160. Således gäller attkon�densintervallet�1 � �2 = �x1 � �x2 � t0:025sr 1n1 + 1n2 = �0:90� 0:86har kon�densen 95%. Då origo ej ingår i detta intervall drar vi slutsatsen attpåståendet �1 6= �2 har minst kon�densen 95%. Risken att det är fel är alltsåhögst 5%. Ett annat sätt att lösa denna uppgift är att testa H0 : �1 = �2mot alternativet H1 : �1 6= �2 på nivån 5%. Teststatistikan �x1��x2sq 1n1+ 1n2 är t(13)-fördelad o
h ur j�x1 � �x2jsq 1n1 + 1n2 = 2:262 � 2:160ser vi att testet förkastar H0. Det �nns alltså anledning att misstänka att detjust reparerade instrumentet ej ger väntevärdesriktiga resultat.



Chalmers tekniska högskolaMatematisk statistikTMS051 Matematisk statistik o
h simuleringsteknik, ZTentamen 11 de
ember 2004 e VTillåtna hjälpmedel är räknedosa utan lagrad information om kursen, Beta samtkursens formel- o
h tabellsamling.Examinator är Tommy Norberg, ankn 3528 eller 0730 794209.Jour är Oskar Sandberg, ankn 5366. Oskar besöker skrivningssalen efter kl 15 o
h vidbehov senare.Maximalt antal tentamenspoäng är 30, av dessa krävs 12 för godkänt betyg o
h 18 resp 24 för4:a o
h 5:a. Lösningar går att ladda ner från kurshemsidan. Rättningsprotokoll anslås i förstavåningen i Matematisk 
entrum, Eklandagatan 86. Granskning av tentan kan under terminstidgöras i mottagningsrummet på entréplanet (våning 2) i Matematisk 
entrum må-fr 1230�13.Svar skall motiveras om ej annat sägs i uppgiften.Fyll i enkäten när du är klar med uppgifterna nedan. Ju �er som svarar, desto bättrekan vi göra kursen! Uppgifter1. Hur stor är sannolikheten att få en s.k Bla
k Ja
k? Vi har en välblandad kortlekom 52 kort, bestående av 4 st ess, 12 st klädda kort (4 st kungar, 4 st damero
h 4 st knektar) samt ytterligare 36 kort (4 st 10:or, 4 st 9:or, . . . , 4 st 2:or).En giv består av två kort dragna från toppen av kortleken o
h att få en Bla
kJa
k innebär att man får ett ess o
h antingen ett klätt kort eller en 10:a på given.Ordningen saknar betydelse. (3 p)2. Överföring av data från rymdsonder som färdats till andra planeter i solsystemetsker genom att man sänder långa sekvenser av s.k bitar där en bit är anting-en 0 eller 1. Sändaren i satelliten är av naturliga skäl svag, vilket ger ett lågtsignal/brus-förhållande på mottagarsidan. Detta medför i sin tur att risken förfelaktigt uppfattade data är stor. Antag att det vid mottagandet av en bit gälleratt risken att den felaktigt tolkas som 1:a är 
a 10:0% o
h att den felaktigt tolkassom 0:a är 
a 7:5% (detta kan man ta reda på genom att satelliten beordras sändaen given testsekvens). Om det är så att bilder i snitt innehåller 55% 1:or o
h 45%0:or, hur stor är då den betingade sannolikheten att en 1:a sändes givet att en 1:amottogs? (3 p)3. Betrakta funktionen f(x; y) = 
xy de�nierad för x; y � 1. Är detta en täthet för enstokastisk vektor (X; Y ) för något 
 > 0 o
h, i så fall, för vilket 
? (3 p)4. Visa att(a) E[ �X℄ = � (1 p)(b) Var[ �X℄ = �2=n (2 p)(
) E[s2℄ = �2 (2 p)



Här är �X o
h s2 medelvärde respektive varians i ett sti
kprov om n oberoendeobservationer av en stokastisk variabel X med väntevärde � o
h varians �2. En avde tre visade likheterna gäller även då observationerna ej är oberoende. Vilken?5. I syfte att veri�era kvalitet i tillverkning av resistorer mätte man resistansen ifem st slumpvis utvalda produkter. I kvalitetskravet ingår att standardavvikelsenej får vara större än 6.00. Medelvärdet av de fem resistanserna uppmättes till34:52 ohm o
h variansen till 7:29 = 2:72. Undersök med följande två metoder omman ly
kades med att veri�era kvalitetskravet på standardavvikelsen:(a) Genom att göra ett uppåt begränsat kon�densintervall för standardavvikelsenmed kon�densgrad 
a 0.95. (2 p)(b) Genom att testa H0 : � � 6:00 mot H1 : � < 6:00 på nivån 0:05. (2 p)Ange i båda fallen om man ly
kades veri�era kvalitetskravet eller ej. Det är tillåtetatt anta att mätmetoden ger normalfördelade observationer.6. I simuleringsuppgift 2 ska man i två deluppgifter simulera data n = 100 gånger o
hutföra ett test av H0 : � = 0 mot H1 : � > 0. Syftet var att skatta sannolikhetenp att förkasta H0 o
h indikera att denna är en växande funktion av det verkligavärdet av korrelationen �. I fall (b), då � = 0:85, erhöll jag fb = 73 förkastandeno
h i fall (d), då � = 0:4, erhöll jag fd = 4 förkastanden. Kalla motsvarandesannolikheter för pb respektive pd.(a) Punkt- o
h intervallskatta (med kon�densen 
a 0:95) pb o
h pd. (2 p)(b) Testa H0 : pb � pd mot H1 : pb > pd på nivån 0:01. (2 p)7. Textilföretaget A förlorar marknadsandelar p.g.a kvalitetsproblem o
h höga pri-ser. Ledningen funderar allvarligt på att investera i ny teknik. Vid provtillverkningmed den nya tekniken gjordes nN = 12 oberoende provtygbitar. Efter inspektion�
k varje prov ett kvalitetstal. Medelvärdet av dessa blev �xN = 8:5 o
h standar-davvikelsen blev sN = 3:18. För jämförelse tillverkades nG = 24 oberoende provermed den nuvarande pro
essen. Därvid erhölls �xG = 5:4 o
h sG = 5:21. Ju högrekvalitetstal, desto bättre är kvaliteten. Man vill o
kså att standardavvikelsen ipro
essen ska vara liten. Jämför värdena så som vi gjort i kursen o
h besvara (iden mån det går o
h på ett statistiskt korrekt sätt) följande två frågor:(a) Är �N < �G? (2 p)(b) Är �N > �G? (2 p)8. I syfte att undersöka huruvida två materialegenskaper, vi kan kalla dem x o
h y,är korrelerade eller ej gjordes (x; y)-mätningar på n = 25 slumpmässigt utvaldaprover. Härvid erhölls P x = 1:23, P y = 0:75, Px2 = 3:33, P y2 = 2:21 o
hP xy = 1:43 o
h. Antag normalfördelade mätningar. Skatta korrelationen o
hundersök om man med risken att ha fel � 0:01 kan påstå att denna 6= 0. (4 p)



Lösningar till TMS051 den 11/12-041. Vi ska dra två kort ur kortleken. Ordningen spelar ingen roll. Multiplikationsprin-
ipen ger att den sökta sannolikheten är (41)(161 )(522 ) = 452 � 1651 � 2 = 32663 � 0:0483.Alternativt kan man börja med att beräkna sannolikheten att man först får ettess o
h sedan ett klätt kort, som är 452 � 1651 = 16663 � 0:0241 o
h lägga till den likastora sannolikheten att man först får ett klätt kort o
h sedan ett ess.2. Låt M resp S bete
kna det som togs emot o
h det som sändes. Vi vet att P (S) =0:55, P (M = 1 jS = 0) = 0:100 o
h P (M = 0 jS = 1) = 0:075. Den söktasannolikheten P (S = 1 jM = 1) fås ur Bayes sats så här:P (S = 1 jM = 1) = P (S = 1)P (M = 1 jS = 1)P (S = 1)P (M = 1 jS = 1) + P (S = 0)P (M = 1 jS = 0)= 0:55 � 0:9250:55 � 0:925 + 0:45 � 0:100 � 0:9193. Nej, funktionen kan inte bli en täthet för något 
 > 0 eftersom R11 R11 1xy dydx =1.4. (a) E[ �X℄ = PiE[Xi℄=n = n�=n = � (Här används bara att väntevärdet är enlinjär operator. Denna likhet gäller alltså även då observationerna är beroen-de. Men observera att alla måste ha väntevärdet � o
h variansen �2.)(b) Var[ �X℄ = PiVar[Xi℄=n2 = n�2=n2 = �2=n (Den första likheten följer avoberoendet.)(
) E[(n�1)s2℄ = E[Sxx℄ = E [Pi x2i � n�x2℄ =PiE[x2i ℄�nE[�x2℄ = n(�2+�2)�n(�2 + �2=n) = (n� 1)�2 (Den tredje likheten följer av linjäriteten o
h denfjärde av oberoendet.)5. I formelsamlingen ses att (n � 1)s2=�2 � �2(n � 1). Här är antalet frihetsgradern� 1 = 4 o
h ur tabell fås att kvantilen �20:05;4 = 0:711.(a) Händelsen (n�1)s2=�2 � �21��;n�1 har sannolikheten 1��. Således gäller attuttry
ket �2 � (n � 1)s2=�21��;n�1 , � � q(n� 1)=�21��;n�1 s efter insätt-ning av kända o
h observerade värden de�nierar intervall av den sökta typenför �2 respektive � med kon�densen 1� �. Vi får att � � p4=0:711 � 2:7 =6:404. Hade gränsen varit � 6:00, så hade vi kunnat hävda att kvalitetskravetär uppfyllt med 
a 95% kon�dens (säkerhet). Nu kan vi inte det.(b) Nivå-�-testet förkastar då (n� 1)s2=6:002 � �21��;n�1, d.v.s dås2 � 36�21��;n�1=(n� 1) = 6:399Då detta ej är uppfyllt, kan vi inte förkasta på nivån 5%. Inte heller nu kanvi alltså hävda att kvalitetskravet är uppfyllt med den önskade kon�densen.Obs att båda metoderna är ekvivalenta. Det är alltså ingen tillfällighet att de gavsamma slutsats.6. (a) Med formeln p = p̂� 1:96pp̂(1� p̂)=n där p̂ = f=n fås pb = 0:73� 0:09 o
hpd = 0:04� 0:04.



(b) Teststatistika är Z = p̂b � p̂dpp̂(1� p̂)(1=nb + 1=nd) ap� N(0; 1)där p̂ = (fb+ fd)=(nb+nd), o
h H0 kan förkastas på nivån 0:01 då observeratvärde z av Z är � z0:01 = 2:326. Observerade värden är p̂ = 77=200 = 0:385o
h z = 10:03 > 2:326. Vi kan således förkasta H0 på nivån 0:01.7. (a) Vi testar H0 : �N = �G mot H1 : �N < �G. Teststatistika är s2G=s2N �F (nG � 1; nN � 1). Observerat värde s2G=s2N = 5:212=3:182 = 2:684 jämförsmed kvantiler i formelsamlingens F -tabell (nG � 1 = 23 resp nN � 1 = 11frihetsgrader). Där ser vi att f0:05;23;11 = 2:617 o
h f0:025;23;11 = 3:184. Såledesgäller att (det ensidiga) P -värdet är < 0:05 o
h > 0:025. På 5%-nivån kanvi alltså förkasta H0 : �N = �G till förmån för H1 : �N < �G. Vi kan därförhävda att �N < �G med en felrisk � 5%.(b) Eftersom det är troligt att varianserna är olika, beräknar vi Smith-Satterth-waites frihetsgradtal 
, som är heltalsdelen av[s2N=nN + s2G=nG℄2(s2N=nN)2nN�1 + (s2G=nG)2nG�1 � 32:4Teststatistika vid test av H0 : �N = �G ärT = �XN � �XGps2N=nN + s2G=nG ap� t(
)Observerat värde av T är t = 2:207. Detta ska jämföras med kvantilernat0:025;32 = 2:037 < t o
h t0:01;32 = 2:447 > t. Vi ser att P -värdet är < 0:025o
h > 0:01 (ensidigt test). Vi kan därför hävda att �N > �G med en felrisk� 5%.Notera att när vi samtidigt påstår att �N < �G med en felrisk som är � 5% o
hatt �N > �G med en felrisk � 5%, så följer att den totala risken för fel (fel begåsom ett eller båda två påståendena är osanna) är � 10%. Detta följer ifrån Boolesolikhet, som säger att P (A [ B) � P (A) + P (B).8. Vi får att �x = 0:0492 o
h �y = 0:03 samt att Sxx = Px2 � n�x2 = 3:269484,Syy = P y2 � n�y2 = 2:1875 o
h Sxy = P xy � n�x�y = 1:3931. Härur fås att�̂ = Sxy=pSxxSyy � 0:521 (� bete
knar korrelationen). Teststatistika vid test avH0 : � = 0 är T = Rpn� 2p1� R2 � t(n� 2)Observerat värde av teststatistikan är t = 2:927. Detta ska jämföras med kvantileri t(23)-fördelningen. En titt i formelsamlingens t-tabell ger att t > t0:005;23 = 2:807.P -värdet blir följaktligen < 2 � 0:005 = 0:01 (testet är ju två-sidigt). Vi kan alltsåhävda att � 6= 0 med kon�densen minst 
a 99% (vilket är samma sak som att sägaatt risken att vi har fel när vi hävdar att � 6= 0 ej är större än 
a 1%).


