Chalmers tekniska hogskola
Matematisk statistik

TMS051 Matematisk statistik och simuleringsteknik, Z
Tentamen 30 mars 2005 f V

Tillatna hjalpmedel ar riknedosa utan lagrad information om kursen, Beta samt
kursens formel- och tabellsamling.

Examinator dr Tommy Norberg, ankn 3528 eller 0730 794209. Tommy &r just nu i
Asien och aterkommer till Sverige den 10:e april.

Jour ar

Maximalt antal tentamenspoédng ar 30, av dessa krivs 12 for godként betyg och 18 resp 24 for

4:a och 5:a. Losningar gar att ladda ner fran kurshemsidan. Rattningsprotokoll anslas i forsta

vaningen i Matematisk centrum, Eklandagatan 86. Granskning av tentan kan under terminstid

gbras i mottagningsrummet pa entréplanet (vaning 2) i Matematisk centrum ma-fr 1239-13.

Svar skall motiveras om ej annat sidgs i uppgiften.

1.

4.

Uppgifter

Antag att du i din hand har en vilblandad standard kortlek om 52 kort, varav
13 med "fiargen” spader. Du lagger forst ett kort pa bordet och sedan ett till. Bada
korten ldggs med baksidan upp sa att man inte kan se deras farg.

(a) Hur stor dr sannolikheten att det forsta kortet har fargen spader? (1p)
(b) Hur stor dr sannolikheten att det andra kortet har fargen spader? (1 p)
(c) Ar hindelserna “forsta kortets firg &r spader” och “andra kortets firg &r

spader” oberoende? (2 p)

Ingen motivering krivs pa deluppgifterna (a) och (b). Daremot &r det viktigt att
deluppgift (c¢) motiveras korrekt.

Denna uppgift och nista handlar om en "binary symmetric communication chan-
nel”. En saddan sénder en bit (som kan anta virdena i = 0,1) at gangen och
definieras av att

P(M;]So) = P(My|S1) =p

Hér betecknar M; hindelsen att biten ¢ mottages och S; hindelsen att biten i
sands. Berdkna P(S;|M;) om P(S;) = 0.5. (3 p)

Visa, for den bindra kommunikationskanalen som beskrivs i ovanstaende uppgift,

(a) Kan funktionen f(x), given av att

r — 0.2
f(x) 0.15

da 0.2<2<0.35

c 0.7 —=x

da 035<2<0.7
0.35




for nagot ¢ (och i sa fall vilket) fungera som téthet for nagon stokastisk
variabel. (Svaret dr, som du forstar av nésta fraga, ja, men du maste motivera
det korrekt.) (2 p)

(b) Lat den stokastiska variabeln X ha denna téthet. Berdkna P(X > 0.35).(2 p)

. Lat X, Y vara bivariat normalférdelade med E[X] = 2, E]Y]| = 1, Var[X] = 4,
Var[Y] =1 och p = 0.5. Sétt U = X — 2Y. Vilken fordelning har U? (4 p)

. Man gjorde 7 métningar av en exponentialfordelad tid. Darvid erhélls:
1.226 0.765 3.090 2.457 0.667 0.335 3.340

(tidsenhet: timmar). Berdkna trolighetsskattningen av den 75:e percentilen. Ge
svaret med 2 korrekta decimaler. (4 p)

. I en simuleringsstudie gjordes n = 10000 oberoende simuleringar av en slump-
méssig storhet x med okdnt vinteviarde p. Déarvid erholls Yz = 27400 och
>~ x? = 85075. Hur stort éir “felet” i skattningen i = 2.74 av p? Riikna ut det med
95% konfidens. (3 p)

. Efter reparation av ett métinstrument skulle det kalibreras m.a.p vintevirdes-
riktighet medelst jamforelse med ett vintevirdesriktigt instrument. Man gjorde
n; = 9 métningar och erholl medelvirdet z; = 3.57 samt variansen s? = 0.538
med det just reparerade instrumentet och i ytterligare ny = 6 méitningar av samma
storhet med det vénteviirdesriktiga instrumentet erhélls Zo = 4.47 och s3 = 0.621.

(a) Finns det anledning att missténka att de bada instrumenten hade olika stan-
dardavvikelser i denna métning? (2 p)
(b) Finns det anledning att missténka att det just reparerade instrumentet ej ger
vintevérdesriktigta métresultat? (2 p)

Oberoende normalférdelade data kan forutséttas. T deluppgift (a) ar det lampligt
med konfidensen 90% och i deluppgift (b) 95%.

Lycka till!



Losningar till TMS051 den 30/3-05

. Lat A;, for + = 1, 2, beteckna héndelsen att kort 7 dr spader.

(a) P(A1) =55 =14
(b) P(Ay) = 1 (for alla korten i leken géller ju att sannolikheten att det &r spader

ar 13/52 = 1/4 om man inte vet nagot om de 6vriga)
. Bayes formel ger:

(SHP(M|S)) + P(S)P(Mi|Ss) 1—-p+p 1—p

P(S|My) = P

CP(SMy) > P(S) & P(S, 0 M) > P(S)P(M) < P(M|S) > P(M,) =
P(S])P(M]‘S])—FP(S())P(M”SO) @P(So)P(M]‘S]) > P(SO)P(M]|S[]) = 1*]9 >
p2p <1, qed

(a) f(x) > 0 och integrabel, si den méaste vara en téthet for nagot positivt c¢. Vi
ser att foo 1@) gy = (07L& gp — 051 — 025 = ¢ =4 (M ar ju en triangel
J—oc ¢ J0.2 ¢ 2 c

med basen 0.15 + 0.35 = 0.5 och héjden 1)

(b) Den sokta sannolikheten &r 1 — ff;ﬁf(a") dr =1— Oﬂ;r)f(’l“) dp =1 224 =
1 — 0.3 = 0.7 (restriktionen av f(z) till intervallet [0.2, 0.35] &r en triangel

med basen 0.15 och héjden ¢)

. Linjarkombinationer av bivariat normalfordelade variabler dr normalférdelade, sa
U ar N(u,0). Vi far vidare att p = E[U] = E[X]| -2FE[Y] =2—-2-1= 0, samt
0% = Var[U] = Kov|[U,U] = Kov[X — 2V, X — 2Y] = Kov[X, X] — 2Kov[X,Y] —
2Kov[Y, X|+4Kov[Y, Y] = Var[X]+4 Var[Y] -4 Kov|X, Y] = Var[X]+4 Var[Y] —
4p/Nar[X[Var[Y] =4 +4-1—4-1.\/I.1 =4 Saledes iir U ~ N(0,2)

. Modellen ar att data dr exp(\)-fordelade. Da &r tatheten
flz)=Xe ™ for = >0

Den 75:e percentilen x( 75 uppyller

In 0.25 B In4

A A

Z0.75
0.75 = / e Mdp =1—e M0 = pioe=—
Jo

Saledes géller att trolighetsskattningen av x 75 ges av

R In4
Zo75 = —=%
A

dér \ dr trolighetsskattningen av A. Denna fas medelst maximering av trolighets-
funktionen

L) =] fla) =xe ™o xe ¥ = pme A



8.

Har betecknar zq,...,x, de uppmétta tiderna. Tricket, som man ska kinna till, i
den hir typen av maximi-problem, dr att man istéllet ska maximera logaritmen.
Dérfor bildar vi

LO)=nlnA=)\)

Derivera, satt derivatan till noll och 16s ut A:
dL n n n 1
_ = = — i = 0 = —_ = i = )\ — = —
a0 Z o ) Z " Siw @

Loggade trolighetsfunktioner av denna typ &r konkava, sa detta maste vara en
maximipunkt. (Inget podngavdrag om argumentation for att detta ir en maximi-
punkt saknas.) Saledes giller att A\ = % = To75 = TIn4d. Aterstar att rikna ut
att

11.88
Borja med att berfikna 2 = 23"z = 2.74 och (n—1)s* = > 22 — 1 (3° ) = 9999
= s? =1 = s = 1. Konfidensintervallet blir y = z 4+ 1.96s/\/n ~ 7 + 2s/\/n =
2.74 £ 0.02. Den som svarar +1.96 - 1072 = 40.0196 far naturligtvis ocksa ritt

2
(a) Under nollhypotesen Hy : oy = 09 dr kvoten z;;z;, vars evaluerade virde
2

ar 1.846840. .., F(dfy,dfy)-fordelad, dar df; = n; — 1 = 8 resp 5. I tabel-
len i formelsamlingen ser vi att det for en F'(5,8)-férdelad variabel f gél-
ler att P(f < 0.208) = P(f > 3.688) = 0.05. Notera nu att 0.208 <

1/1.846840... = 0.541 < 3.688 (s%/n?‘ ar ju F(5,8)-fordelad). Data tyder

s1/m1

alltsa inte alls pa att antagandet o; = oy r oriktigt

(b) Eftersom vi inte har nagon anledning att missténka att o # o9, "poolar” vi
ihop de tva variansskattningarna till en enligt
o _ (m —1)st+ (np —1)s]

§? = 2 _05699... = s=0.755
77,14—77,2*2

Totala antalet frihetsgrader i denna skattning &r ny +ns —2 = 13 och en titt i
motsvarande t-tabell ger oss 0.975-kvantilen 095 = 2.160. Saledes géller att
konfidensintervallet
_ 1 1
M1 — U = X1 — T9 + t0_0255 — 4+ — = —-0.90 £ 0.86
nq %)
har konfidensen 95%. Da origo ej ingar i detta intervall drar vi slutsatsen att
pastaendet py # po har minst konfidensen 95%. Risken att det &r fel ar alltsa
hogst 5%. Ett annat sitt att 16sa denna uppgift ar att testa Hg : 1 = po
mot alternativet H; : 1y # o pa nivan 5%. Teststatistikan g@i ar t(13)-

141
ny - ng

fordelad och ur B -
|71 — T

/1 1
S n1+n2

ser vi att testet forkastar Hy. Det finns alltsa anledning att misstinka att det
just reparerade instrumentet ej ger vanteviardesriktiga resultat.

= 2.262 > 2.160



Chalmers tekniska hogskola
Matematisk statistik

TMS051 Matematisk statistik och simuleringsteknik, Z
Tentamen 11 december 2004 e V

Tillatna hjalpmedel ar riknedosa utan lagrad information om kursen, Beta samt
kursens formel- och tabellsamling.

Examinator &r Tommy Norberg, ankn 3528 eller 0730 794209.

Jour dr Oskar Sandberg, ankn 5366. Oskar besoker skrivningssalen efter kl 15 och vid
behov senare.

Maximalt antal tentamenspoédng ar 30, av dessa krévs 12 for godként betyg och 18 resp 24 for
4:a och 5:a. Losningar gar att ladda ner fran kurshemsidan. Réttningsprotokoll anslas i forsta
vaningen i Matematisk centrum, Eklandagatan 86. Granskning av tentan kan under terminstid
gbras i mottagningsrummet pa entréplanet (vaning 2) i Matematisk centrum ma-fr 1239-13.

Svar skall motiveras om ej annat sigs i uppgiften.

Fyll i enkiiten nidr du dr klar med uppgifterna nedan. Ju fler som svarar, desto béttre
kan vi gora kursen!

Uppgifter

1. Hur stor dr sannolikheten att fa en s.k Black Jack? Vi har en vilblandad kortlek
om 52 kort, bestaende av 4 st ess, 12 st klddda kort (4 st kungar, 4 st damer
och 4 st knektar) samt ytterligare 36 kort (4 st 10:or, 4 st 9:or, ..., 4 st 2:or).
En giv bestar av tva kort dragna fran toppen av kortleken och att fa en Black
Jack innebér att man far ett ess och antingen ett klitt kort eller en 10:a pa given.
Ordningen saknar betydelse. (3 p)

2. Overforing av data fran rymdsonder som firdats till andra planeter i solsystemet
sker genom att man sidnder langa sekvenser av s.k bitar dir en bit &r anting-
en 0 eller 1. Sdndaren i satelliten dr av naturliga skil svag, vilket ger ett lagt
signal /brus-forhallande pa mottagarsidan. Detta medfor i sin tur att risken for
felaktigt uppfattade data &r stor. Antag att det vid mottagandet av en bit géller
att risken att den felaktigt tolkas som 1:a &r ca 10.0% och att den felaktigt tolkas
som 0:a dr ca 7.5% (detta kan man ta reda pa genom att satelliten beordras sinda
en given testsekvens). Om det dr sa att bilder i snitt innehaller 55% 1:or och 45%
O:or, hur stor adr da den betingade sannolikheten att en 1:a séndes givet att en 1:a

mottogs? (3 p)
3. Betrakta funktionen f(z,y) = T—Cy definierad for z,y > 1. Ar detta en tiithet for en
stokastisk vektor (X,Y) for nagot ¢ > 0 och, i sa fall, for vilket ¢? (3 p)

4. Visa att
(a) E[X]=pu (1 p)
(b) Var[X] = 0*/n 2p)
(c) Els*] =0” (2 p)



Hir dr X och s? medelvirde respektive varians i ett stickprov om n oberoende
observationer av en stokastisk variabel X med viintevirde p och varians o2. En av
de tre visade likheterna giller dven da observationerna ej dr oberoende. Vilken?

. I syfte att verifiera kvalitet i tillverkning av resistorer métte man resistansen i
fem st slumpvis utvalda produkter. I kvalitetskravet ingar att standardavvikelsen
ej far vara storre dn 6.00. Medelvirdet av de fem resistanserna uppméttes till
34.52 ohm och variansen till 7.29 = 2.72. Undersok med foljande tva metoder om
man lyckades med att verifiera kvalitetskravet pa standardavvikelsen:

(a) Genom att gora ett uppat begrinsat konfidensintervall for standardavvikelsen
med konfidensgrad ca 0.95. (2 p)

(b) Genom att testa Hy : o > 6.00 mot H; : 0 < 6.00 pa nivan 0.05. (2 p)

Ange i bada fallen om man lyckades verifiera kvalitetskravet eller ej. Det &r tillatet
att anta att miatmetoden ger normalfordelade observationer.

. I simuleringsuppgift 2 ska man i tva deluppgifter simulera data n = 100 ganger och
utfora ett test av Hy : p = 0 mot H; : p > 0. Syftet var att skatta sannolikheten
p att forkasta Hy och indikera att denna dr en vixande funktion av det verkliga
virdet av korrelationen p. I fall (b), da p = 0.85, erhdll jag f, = 73 forkastanden
och i fall (d), da p = 0.4, erhdll jag f; = 4 forkastanden. Kalla motsvarande
sannolikheter for p, respektive py.

(a) Punkt- och intervallskatta (med konfidensen ca 0.95) p, och py. (2 p)
(b) Testa Hy : py < pg mot Hy : p, > pg pa nivan 0.01. (2 p)

. Textilforetaget A forlorar marknadsandelar p.g.a kvalitetsproblem och hoga pri-
ser. Ledningen funderar allvarligt pa att investera i ny teknik. Vid provtillverkning
med den nya tekniken gjordes ny = 12 oberoende provtygbitar. Efter inspektion
fick varje prov ett kvalitetstal. Medelvirdet av dessa blev 2y = 8.5 och standar-
davvikelsen blev sy = 3.18. For jamforelse tillverkades ng = 24 oberoende prover
med den nuvarande processen. Dérvid erhélls g = 5.4 och sg = 5.21. Ju hogre
kvalitetstal, desto battre ar kvaliteten. Man vill ocksa att standardavvikelsen i
processen ska vara liten. Jimfor virdena sa som vi gjort i kursen och besvara (i
den man det gar och pa ett statistiskt korrekt sétt) foljande tva fragor:

(a) Ar oy < 0g? (2 p)
(b) Ar py > pa? (2 p)

. I syfte att undersoka huruvida tva materialegenskaper, vi kan kalla dem x och v,
ar korrelerade eller ej gjordes (x,y)-métningar pa n = 25 slumpmissigt utvalda
prover. Hiarvid erholls Yz = 1.23, Y-y = 0.75, Y. 2? = 3.33, > y? = 2.21 och
> zy = 1.43 och. Antag normalférdelade métningar. Skatta korrelationen och
undersok om man med risken att ha fel < 0.01 kan pasta att denna # 0. (4 p)



Losningar till TMS051 den 11/12-04

1. Vi ska dra tva kort ur kortleken. Ordningen spelar ingen roll. Multiplikationsprin-

. . . (D) 4 6 30
cipen ger att den sokta sannolikheten ar “7me> = = - 57 -2 = £5 ~ 0.0483.

2
Alternativt kan man borja med att berikna sannolikheten att man forst far ett
ess och sedan ett kliatt kort, som ar % . % = % ~ 0.0241 och lagga till den lika
stora sannolikheten att man forst far ett kldtt kort och sedan ett ess.

2. Lat M resp S beteckna det som togs emot och det som séindes. Vi vet att P(S) =
0.55, P(M = 1|S = 0) = 0.100 och P(M = 0|S = 1) = 0.075. Den sokta
sannolikheten P(S = 1| M = 1) fas ur Bayes sats sa hér:

P(S=1)P(M=1|5=1)

P(S=1)P(M=1|S=1)+P(S=0)P(M=1|S5S=0)

B 0.55-0.925

~0.55-0.925 4 0.45 - 0.100

P(S=1|M=1) =

~ 0.919

3. Nej, funktionen kan inte bli en téthet for nagot ¢ > 0 eftersom flocflooi dydzr = oo.

4. (a) E[X] =Y, E[Xi]/n = np/n = p (Hir anviinds bara att viinteviirdet &r en
linjar operator. Denna likhet géller alltsa dven da observationerna dr beroen-
de. Men observera att alla méaste ha viinteviirdet p och variansen o2.)

(b) Var[X] = Y, Var[X;]/n? = no?/n? = 0?/n (Den forsta likheten foljer av
oberoendet.)

() El(n=1)8"] = E[Sus] = B3, 27 — na®] = 3, Elz{] —nE[z’] = n(p+0°) -
n(p? +o?/n) = (n — 1)o? (Den tredje likheten foljer av linjériteten och den
fjarde av oberoendet.)

5. T formelsamlingen ses att (n — 1)s*/o? ~ x?(n — 1). Hir ar antalet frihetsgrader
n —1 =4 och ur tabell fas att kvantilen x§ ¢, = 0.711.

(a) Handelsen (n—1)s*/0* > x7 ., 1 har sannolikheten 1—a. Saledes gller att

uttrycket 0 < (n—1)s*/x37 4, 1 © 0 < \/(n —1)/X} a1 5 efter insitt-
ning av kiinda och observerade virden definierar intervall av den sdkta typen
for 0% respektive o med konfidensen 1 — . Vi far att o < 1/4/0.711-2.7 =
6.404. Hade griansen varit < 6.00, sa hade vi kunnat hivda att kvalitetskravet
ar uppfyllt med ca 95% konfidens (sikerhet). Nu kan vi inte det.

(b) Niva-a-testet forkastar da (n — 1)s*/6.00* < x} ,, |, d.v.s da
5% < 36X7 qn 1/(n—1)=6.399

Da detta ej ar uppfyllt, kan vi inte forkasta pa nivan 5%. Inte heller nu kan
vi alltsa hdvda att kvalitetskravet ar uppfyllt med den 6nskade konfidensen.

Obs att bada metoderna dr ekvivalenta. Det &r alltsa ingen tillfdllighet att de gav
samma slutsats.

6. (a) Med formeln p =p +1.964/p(1 — p)/n dir p = f/n fas p, = 0.73 £ 0.09 och
Dy = 0.04 + 0.04.



(b) Teststatistika &r
7 — Zab - ﬁd ap
VAl D)(1/n + 1/na)
dér p = (fy+ fa)/(ns+na), och Hy kan forkastas pa nivan 0.01 da observerat

viarde z av Z 4r > 290 = 2.326. Observerade virden ar p = 77/200 = 0.385
och z =10.03 > 2.326. Vi kan saledes forkasta Hy pa nivan 0.01.

N(0,1)

(a) Vi testar Hy : oy = og mot Hy : oy < og. Teststatistika dr sZ,/s3 ~
F(ng — 1,ny — 1). Observerat virde s%/s% = 5.21?/3.18% = 2.684 jamfors
med kvantiler i formelsamlingens F-tabell (ng — 1 = 23 resp ny — 1 = 11
frihetsgrader). Dér ser vi att fy 593,11 = 2.617 och fj 9959511 = 3.184. Saledes
giller att (det ensidiga) P-virdet ar < 0.05 och > 0.025. Pa 5%-nivan kan
vi alltsa forkasta Hy : oy = og till forman for H; : oy < og. Vi kan darfor
hivda att oy < 0g med en felrisk < 5%.

(b) Eftersom det ar troligt att varianserna &r olika, berdknar vi Smith-Satterth-
waites frihetsgradtal v, som &r heltalsdelen av

[s%/nn + s5/na]”

. -~ 32.4
(sh/nx)” | (s8/na)”
ny—1 ng—1
Teststatistika vid test av Hy : uy = pg ar
Xvn—-Xo  w
~t(7)

V4 /nn + s%/ne
Observerat viarde av T" ar t = 2.207. Detta ska jamforas med kvantilerna
t0_025732 = 2.037 < t och t0.01,32 = 2.447 > t. Vi ser att P-vardet ar < 0.025
och > 0.01 (ensidigt test). Vi kan darfor hidvda att puy > pe med en felrisk
< 5%.

Notera att nir vi samtidigt pastar att oy < og med en felrisk som ar < 5% och
att uy > pug med en felrisk < 5%, sa foljer att den totala risken for fel (fel begas
om ett eller bada tva pastaendena dr osanna) dr < 10%. Detta foljer ifran Booles
olikhet, som siger att P(AU B) < P(A) + P(B).

. Vi far att Z = 0.0492 och § = 0.03 samt att S,, = > 2% — nz?® = 3.269484,
Sy = Sy* — ny* = 2.1875 och S,, = Y zy — nzy = 1.3931. Hirur fas att
p = Suy/\/SzaSyy = 0.521 (p betecknar korrelationen). Teststatistika vid test av
Hy:p=0ar
r_fvn-2 tn — 2)
V1—R?

Observerat virde av teststatistikan ar ¢t = 2.927. Detta ska jamforas med kvantiler
i t(23)-fordelningen. En titt i formelsamlingens ¢-tabell ger att ¢ > #9523 = 2.807.
P-virdet blir foljaktligen < 2 -0.005 = 0.01 (testet &ar ju tva-sidigt). Vi kan alltsa
hivda att p # 0 med konfidensen minst ca 99% (vilket &r samma sak som att séga
att risken att vi har fel nér vi hivdar att p # 0 ej ar storre dn ca 1%).



