Bayesiansk uppdatering av sannolikhetsskattningar OH 1

6 = 0.4+ 0.2 (= 95% konfidens)

Exempel pa trolighetsfunktion fér en sannolikhet
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Bayesiansk uppdatering av sannolikhetsskattningar OH 2

Normerad trolighetsfunktion f6r sannolikheten 6

a T T T T T T

Definition 1 Viskakalla p(6) for 0:s a priori-tathet eller a priori-
trolighet.

A priori &r latin och betyder pa forhand
A priori-tétheten beskriver den kunskap om 6 som vi har nu
Vi ska definiera ett forsok och en modell p(z|0)

Obs att métresultatet z kan vara flerdimensionellt

Exempel 5 Lat 6 vara sannolikheten att en viss hindelse A
intraffar i ett forsok och antag att vi gér n oberoende upprep-
ningar av forsoket. Lat 2 vara antalet lyckade forsok. DA ar x|0
binomialférdelad med parametrar n och §. Motsvarande mass-
funktion ar

p(x|6) = (Z) 0" (1— gy

dirz=0,1,...,n.

Exempel 6 Lat § = 1/ vara vintevirdet av en exponential-
fordelad tid och vi ska gora n oberoende métningar av denna tid.
Lat

T=1T1,...,T,
beteckna de erhallna métresultaten. Den tdthet som beskriver
detta forsck &dr

(1 e Vooswo _ Lz
p(z|0):H ge ) =me T = e
i=1

dirz; >0fori=1,...,n.

Vi kénner
® & priori-tétheten p(6),
© miit- eller observationsmodellen p(z|6) och

o data z
Vi vill berdkna p(f|z)

Definition 2 Vi ska kalla p(f|z) fér 6:s a posteriori-tithet eller
a posteriori-trolighet.

A posteriori ar latin och betyder i efterhand

A posteriori-tatheten beskriver var uppdaterade kunskap om 6
som vi har efter det att vi gjort och analyserat frsoket
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Sats 1 (Bayes sats) A posteriorititheten p(6|z) dr propor-
tionell mot produkten av modell-titheten (eller massfunktio-
nen) p(x|0) och a priori-titheten p(8), d v s

p(0]) o< p(x0) p(0)

Tecknet o betyder proportionell mot

Saledes sdger Bayes sats att

p(blx) = C(z) p(z6) p(6)

I fallet da "priorn” p(6) &r en téithet, giller att

mmz(épmwm&wy

D4 ar dven " posteriorn”

_ p(alo)p(0)
PO = 216 (0) d0

en tithet.
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Tillimpning 1 (J.f.r exempel 5) Vi ar intresserade av sanno-
likheten @ att en viss hindelse A intréffar da vi gor ett slump-
massigt forsok. Vi har ingen forhandskunskap om 6 och ansétter
darfor

p0) =1
for0 <6< 1.

Vi gor ny = 7 oberoende upprepningar av forscket, och erhaller
21 = 4 (handelsen A intraffade alltsd 4 gnger).

Modell fér hela forsoket: 2|6 &r bin(n, 6)-fordelad med n =ny =
7. Séledes ar

st~ () o1 oy
Zy

dérz; =0,1,...,ny ochny =T.

Bayes formel ger

p(fny, z1) o 6% (1 —G)"

Efter insdttning av observerade data, har vi

pOlny = 7,2, = 4) x 0 (1 - 6)°

Antag nu att vi avser att gora ytterligare ny = 10 oberoende
forsok. Funktionen

p(fln =T, 21 = 4) x 6*° (1 - 0)°
reflekterar var nuvarande kunskap om 6. Detta &r var nya prior.

Modell f6r de nya forséken &r

st = (7)1~ =
X2
dir 2, =0,1,...,ny och ny = 10. Bayes sats ger att

p(Blny = 7,21 = 4,13, m9) o< G472 (1 — §)> 722

Antag att A intriffade i zy = 6 forsok. Efter insdttning har vi
slutligen posteriorn

p(0lny = 7,21 = 4,ny = 10,2, = 6) o 62 (1 — )7
Notera att det dr bara totala antalet fors6k och totala antalet

ganger A intréffat, som finns med pa hogersidan ovan. Alltsa kan
vi lika gérna skriva

p(@|n =17,z = 10) x 6° (1 — )7

for var posterior-téathet.

F k it av sa likh k OH 8
o p(0) =1
p(6) o 64 (1 — 6)°

‘| p(6) o< 0 (1~ )7
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Beta-fordelningen

Beta(p, q)-fordelningen definieras av att tétheten ar

70~ g0 =0

for0 < 6 < 1.

Beta(p, g)-fordelningens véntevirde, varians och mod ar

Bl =2

p+q

pq

Varf] = ———1
arlf] (p+a(p+aq+1)
~ p—1
g - -

p+q—2

Obs att moden existerar bara da p,q > 1.

Beta-fordelningen ér lamplig som prior-téthet for en sannolikhet
0 eftersom
0 ~ beta(p, q), |0 ~ bin(n, )
implicerar
0|z ~ beta(p + z,q +n — )
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T var tillimpning har vi prior-kunskapen representerad av

0 ~ beta(1,1) = U(0,1)

Efter ny = 7 oberoende forsok av vilka A intréiffade i 21 = 4 st,
ar den
0|nq, z1 ~ beta(5,4)

Det ar naturligt att skatta # med posteriorns mod,
~ 4
0= 7~ 0.571
Ett sk kreditibilitetsintervall med kreditibiliteten 0.95 ar
0.245 < 0 < 0.843
ty m.a.p beta(5, 4)-fordelningen géller
P(6 < 0.245) = 0.025 och P(6 > 0.843) = 0.025

Grénserna i kreditibilitetsintervallet kan t.ex riknas ut med Matlab-
rutinen betainv.

; iansk d ing av likh k i OH 11

Efter ytterligare ny = 10 oberoende forsok av vilka A intraffade i
9 = 6 st, ar posteriorn

0n1, &1, n2, T2 ~ beta(11, 8)

Nu dr posterior-skattningen
~ 10
0= T 0.588

och kreditibilitetsintervallet &r
0.357 < 6 <0.785

Kreditibiliteten ar 0.95 dven i detta intervall.

Obs att det i detta fall d& priorn ar beta(1,1) = U(0,1) inte
finns nagon prior-skattning. Annars hade moden i priorn varit
det naturliga valet.

Har man inte m&jlighet att bestdmma grénserna i kreditibilitetsin-
tervallet, kan man istéllet ange 6:s standardavvikelse. Efter den
forsta métserien &r standardavvikelsen 0.157 och efter den andra
har den minskat till 0.110.

Nér man har hyfsat manga métningar och gej ligger for néra 0
eller 1, kommer p.g.a c.g.s granserna i ett 95% kreditibilitetsin-
tervall att bli ungefér

nE20

déir o = E[0] ~ 0 och o = Var[f].
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En ingenjor ska medelst provtagning avgra hur stor sannolikheten

0 dr att ett visst gransvérde dverstigs. Hon gor darfor 8 métningar
(som vi ska anta &r oberoende upprepningar av férsoket att bestimma
en viss halt av nigon fororening). I 3 av métningarna Gverstegs
grinsvérdet. Foresla a priori-tathet for 6.

Anta att ingenjoren tidigare gjort 4 métningar och att gransvardet
Gverstegs i en av dessa. Foresla en a priori-tathet for 6 som tar
hénsyn till detta.

Anta istéllet att ingenjoren erfarenhetsmissigt vet att § ~ 0.25
och att hon vill anvénda sig av denna erfarenhet i skattandet av .
Hon bestdmmer sig for att virdera sin erfarenhet lika mycket som
den information hon erhaller fran de 8 nya matningarna. Foresla
ny a priori-tdthet.

Istéllet for att jamfora virdet av nya data med redan erhallna
skulle hon kunna ténka sig att ansdtta P(6 > 0.10) = 0.9.
Foresla ny & priori-téthet.

Ete.

Observera att man behdver ha tva villkor for att hérleda lampliga
virden pa parametrarna p, ¢ i a priori-fordelningen.




