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Introduktion till Bayesiansk uppdatering

Detta ska handla om hur man pa ett vetenskapligt objektivt (= begavat)
siatt kan uppdatera kunskap, men dnda tillata subjektiva virderingar av sin
egen eller andras erfarenhet. Redskapet som vi ska ldra oss anvinda &r en
generalisering av Bayes formel.

Ofta ndr man &r intresserad av en viss storhet, 6 sidg, sa dr det sa att
antingen kiinner man storhetens exakta virde, t.ex # = 0.35, eller sa kinner
man den med en felangivelse, t.ex # = 0.35+0.15. Felet kan hér vara absolut
i betydelsen att man sdkert vet att 0.20 < # < 0.50, men det kan ocksa vara
givet med en viss konfidens sa som ar fallet da det &r utrdknat med statistisk
metodik.

I denna foreldsning ska vi lara oss ett annorlunda sitt att tdnka och
virdera kunskap om sannolikheter, men metodiken vi ska ga igenom kan
tillimpas dven pa andra typer av intressanta storheter.

Vi ska ténka oss att vi har en reellvéird positiv funktion p(6), definierad for
0 <6 <1, som anger hur pass troligt varje tdnkbart virde av sannolikheten
6 ar. Det enda kravet vi staller pa p(#) ar att

p(f) >0 foralla 6 € [0,1]

Sadana funktioner kallas i statistiken for trolighetsfunktioner oftast bara tro-
ligheter ("likelihood” pa engelska). Ibland beror de av en eller flera paramet-
rar, t.ex «, . Da betecknas troligheten p(f|«, §) och om vi t.ex vet att o = 3
medan [ = 7, sa kanske vi skriver p(f|a = 3,5 = 7) eller, om det inte kan
missforstas, bara p(0|3,7)

Om p(#) ar en trolighet och ¢(0) = ¢p(#), dér ¢ > 0, sa ar p(#) och ¢(0)
ekvivalenta i den betydelsen att de svarar mot exakt samma kunskap (eller
information) om 6. Detta innebér att vi endast behover specificera troligheter
modulo en multiplikativ konstant.

Exempel 1 Antag att vi inte vet nagot alls om sannolikheten #. Da kan det
vara praktiskt att vilja p(f) =1 for 0 < 6 < 1. O

Exempel 2 Antag att vi sikert vet att 6 ligger mellan 0.2 och 0.7, samt
att det troligaste virdet dr 0.35. Aven om det inte rekommenderas i denna



foreldsning, skulle det kunna vara vettigt att vélja p(6) triangulir sa att

06— 0.2
0 dd 0.2<6<0.35
0.15
p(0) = 07 0
: dd 035<0<07
0.35
och lika med 0 f.6. O

Definition 1 Vi ska kalla p(f) for 6:s a priori-trolighet. (A priori dr latin
och betyder pa forhand.) Om det skulle vara sa att fﬂlp(ﬁ) df =1, sa kan vi
ocksa kalla p(0) for 0:s a priori-tdthet.

En, savil av praktiska som av teoretiska orsaker, ofta anvind a prioritrolighet
ar

b(f]a, B) oc 67 (1 —0)°!

for lampligt valda «, 5 > 0. Tecknet oc betyder proportionell mot. Observera
att proportionalitetskonstanten far bero av a och 3, men ej av 6. Att skriva
b(0)cr, B) o< 0971 (1 — 0)P~1 betyder att

b(0la, B) = c(av, B) 6 (1~ 0)7!
Man brukar da séga att man har en beta(a, 5)-prior.

Néar man sysslar med uppdatering av sannolikhetsskattningar har beta-trolig-
heten, som vi ska se nedan, manga virdefulla egenskaper. Medelst maxime-
ring (j.f.r 6vning 1) kan man visa att beta(«, §)-trolighetens maximum upp-

nas for sannolikheten .
a —_

a+pf—2
En férutsdttning for att resultatet ska gélla &r att bade «, 8 > 1.

b\:

Definition 2 Lat p(f) vara en trolighet. Om det finns ett unikt 6, sadant
att N
§ = argmax p(6)
0

sa sdger man ofta att 0 ir trolighetens mod.

Ovning 1 Visa att beta(a, 3)-trolighetens mod #r

a—1

= ———
a+pf—2

om a, 3 > 1.



Beta-troligheten kan normeras till en tdthet. Vi later

I'(a+5)
INCYNE)

Héar &r I' den s k gammafunktionen, given av

b(fla, B) = (10" for 0<O<1

['(z) = / t* e tdt for 2> 0
Jo

Vi har att :
/ b(fla, 5)dh =1
0

sa med denna normering blir b(f|a, 5) en téthet. Motsvarande fordelning kal-
las betaférdelningen. I figur 1 dr en beta(b, 2)-téthet plottad. Du hittar fakta
om betaférdelningen i bl.a Rade & Westergren [6] och formelsamlingen [4].
Man kan visa (j.f.r 6vningarna 2 och 3 nedan) att beta(a, 3)-férdelningens
vantevirde och varians ar

— % och o2 = ap
B = T B T (a+ B2 (a+B+1)
och vi har redan sett att dess mod ar
5: (1*1
a+p—2

da a,8 > 1. Moden i a prioritroligheten kallas ibland for a priori- eller
forhandsskattningen av 6. Beta(5, 2)-tdtheten i figur 1 har moden 6 = 0.8
och vantevirdet py = 0.714.

Ovning 2 Visa att beta(a, 3)-tithetens vintevirde &r

o
a+f

jg =
Ledning: I'(z + 1) = 2I'(2) for z > 0.

Ovning 3 Visa att beta(a, 3)-tithetens varians fr

0'2_ aﬁ
" T a4+ B2 (a+ B +1)

Vi ska strax aterkomma till hur man pa basis av sin erfarenhet (kunskap,
information, e.dyl) kan specificera parametrarna «, § i beta-priorn. Lat oss
emellertid forst titta pa hur man medelst méatningar kan uppdatera en a pri-
oritrolighet till en a posteriori-dito (& posteriori ar latin och betyder i efter-
hand).



beta(5,2)
2.5 T

0.5

Figur 1: Beta(5, 2)-tdtheten

Sats 1 (Bayes formel) Ldit p(6) vara var a prioritrolighet for 6. Antag att
mdtresultatet x, givet att 0 ar det sanna vdrdet pa den okdnda sannolikheten,
dar fordelat enligt massfunktionen eller tatheten p(x|0). Da galler for a poste-
rioritroligheten p(6|z) att

p(0]x) o< p(x|6) p(6)

Observera att normalt kan p(f|z) normeras till en téthet. Satt

([ (a16) () )

| ) ptao) (o) s =1

-1

Da giller att

Vi accepterar Sats 1 utan bevis.

Vi analogi med tidigare terminologi kallar vi moden i a posterioritroligheten,
som ar

~

0(x) = argmax p(f|x) = argmax p(z|0) p(6)
0 0

for a posteriori- eller efterhandsskattningen av 6. Notera att a posterioritro-
ligheten ar en funktion av utfallet x.



Exempel 3 Antag att vi som i exempel 1 inte har nagon férutfattad upp-
fattning om 6 och darfor valt priorn p(f) o 1. Enligt Bayes formel ges a poste-
rioritroligheten da av

p(0lr) x p(|9)

A posterioriskattningen av  #r saledes da

0(x) = argmax p(z|0)
9

I traditionell statistik kallar man denna & posterioriskattning for trolighets-
(eller ML-skattningen) av . ML &r en forkortning av engelskans "Maxi-
mum Likelihood”. Lis sjélv om trolighetsskattning i avs 7.6 i Devore & Far-
num [3]. Notera att ofta skriver man bara 6 istillet for 6(x). Att (a posteriori-,
trolighets-) skattningen av 6 beror av utfallet x &r da underforstatt. OJ

Ovning 4 Lat 0 vara sannolikheten att ett viss forsok ska lyckas. Antag att
du har gjort 10 oberoende forsok, varav 3 st lyckades. Bestdm & posteriori-
fordelningen for # om ingen forhandskunskap finns. Bestdm &ven & posterio-
riskattningen av 6.

Ovning 5 (Fortsdttning av 6vning 4.) Antag nu att du planerar att gora
ytterligare m forsck. Foresla a prioritrolighet for 6.

Ovning 6 (Fortsittning av vningarna 4, 5.) Antag att du erhdll y = 5 lyc-
kade forsok i dina m = 12 oberoende métningar. Bestdm a posterioritrolighet
och motsvarande skattning av 6.

Ovningarna 4, 5 och 6 illustrerar en mycket anvindbar egenskap hos betafor-
delningen. Ndmligen att om mé#tmodellen &r bin(n,x) och & prioritdtheten
ar beta(a, (), sa foljer att a posterioritatheten ar beta(a + x,5 +n — ). I
Bayesiansk (statistisk) teori siger man att betaférdelningen ar konjugerad
prior till binomialférdelningen. Detta skrives kortfattat

§ ~ beta(a, ), x|0 ~ bin(n,§) = 60|z ~ beta(a+z,5+n —x)

Vi forstar av det som sagts hittills att betaférdelningen dr en naturlig a pri-
oriférdelning da man vill 6ka sin kunskap om en sannolikhet # genom att
gora oberoende forsok. Har man redan gjort n forsdk och erhallit x lyckade,
véljes a prioriférdelningen beta(z + 1,n — 2 + 1). Har man ingen forhands-
information sittes hiir n = 2 = 0. A prioriférdelning &r da beta(1,1) o 1.
Efter det att man observerat y lyckade forsok bland de m nya forsoken,
overgar a prioriférdelningen beta(x 4+ 1,n — x + 1) i a posterioriférdelningen



beta(z +y + 1,n +m — (z +y) + 1). Innan vi gjort den sista serien av m
oberoende forsok ar trolighetsskattningen av 6 lika med h = x/n och efter det
att vi gjort vara m nya forsok och observerat y lyckade, dr den uppdaterade
trolighetsskattningen 6 = (z + y)/(n 4+ m). Detta ar mycket tilltalande med
tanke pa att vi totalt gjort n 4+ m oberoende forsok och observerat = + y
lyckade.

Ovning 7 En ingenjor ska medelst provtagning avgora hur stor sannolikhe-
ten 6§ dr att ett visst gransvéirde 6verstigs. Hon gor darfor 8 métningar (som
vi ska anta dr oberoende upprepningar av forsoket att bestimma en viss halt
av nagon fororening). I 3 av métningarna Gverstegs gransvirdet. Bestam in-
genjorens trolighetsskattning (med avseende pa a posterioriférdelningen) av
f, om hon ej har nagon foérhandskunskap. Bestdm ocksa a posteriorifordel-
ningens standardavvikelse.

Ovning 8 (Fortsattning pa 6vning 7 ovan.) Anta nu att ingenjoren tidiga-
re gjort 4 métningar och att gransvirdet overstegs i en av dessa. Skriv upp
lamplig & prioriférdelning, och bestdim mod och standardavvikelse i a poste-
rioriférdelningen. Jimfér med fallet i Gvning 7 da hon inte hade nagon for-
handskunskap.

Ibland (kanske oftast) &r det inte mojligt att exakt kvantifiera sin forhands-
kunskap. I nedanstaende Ovningar indikeras hur man trots detta dnda kan
tdnka sig en a prioriférdelning, som kan uppdateras med Bayes formel.

Ovning 9 (Fortséttning pa dvning 7 ovan.) Anta nu istéllet att ingenjoren
erfarenhetsméssigt vet att # ~ 0.25 och att hon vill anviinda sig av denna
erfarenhet i skattandet av 6. Hon bestimmer sig for att virdera sin erfarenhet
lika mycket som den information hon erhaller fran de 8 nya métningarna.
Foresla a prioritdthet och bestdm a posterioriskattningen av #. Om hennes
erfarenhet dr dubbelt sa mycket vird som de 8 nya métningarna, vilken
a prioriférdelning tycker du da &r ldmplig? Om hennes erfarenhet &r vird
hilften sa mycket som de 8 nya métningarna, vilken & prioriférdelning tycker
du da ar lamplig?

Att som i 6vning 9, ovan, relatera virdet av ny kunskap till den befintliga
verkar vara ett vettigt siatt att enkelt hitta en lamplig a prioriférdelning i spe-
cifika tillampningar. Man uttrycker da virdet av den nuvarande kunskapen
genom att tillskriva den ett antal observationer. Det finns inget som sédger
att detta pseudo-antal observationer maste vara ett heltal.



Ovning 10 Samma problemstillning som i Gvning 9 ovan. Men nu anser in-
genjoren att hennes erfarenhet endast ar vird ungefér 1/3 av den information
hon far genom att utféra de 8 nya métningarna. Foresla ny a prioriférdelning.

Ovning 11 Samma problemstillning som i évning 9 ovan. Men nu anser
ingenjoren att hennes tidigare erfarenhet svarar mot en a prioriférdelning
med standardavvikelsen o = 0.15. Foresla a priorifordelning.

Har foljer ytterligare ett exempel pa hur man kan ga till viga for att bestam-
ma ladmpliga viarden pa «, f da det ar lampligt med en beta-prior.

Exempel 4 Man onskar bebygga en f.d industritomt som har statt oanvind
ett antal ar. Problemet dr att det Oversta jordlagret ar rejilt férorenat av
arsenik. I ett forsta planeringsskede vill man gora en prelimindr uppskatt-
ning av den férorenade arean. Detta kan man gora genom att slumpa ut ett
antal positioner helt godtyckligt, och rdkna efter i hur manga av dessa for-
orening detekteras. Lat oss anta att mdtmetoden &r utan fel, d.v.s att varken
falska detekteringar eller falska icke-detekteringar forekommer. Da kommer
antalet férorenade prover, x siig, att vara bin(n, #)-fordelat, dar n dr antalet
utslumpade positioner och 6 ar proportionen férorenad mark. Vi har alltsa
métmodellen 2|6 ~ bin(n, ) och vi vet att det dr praktiskt att da vélja en
beta-prior. Efter studium av tomtens historik och platsbestk kommer den
lokala expertisen fram till att rimligen ar ungefar 70% av arean fororenad.
Av detta kan vi sluta oss till att
-1 o0

a+ -2
eller

3ar~ T8 —4

Vi behdver ytterligare ett samband mellan a och g for att hitta lampliga
virden pa bada parametrarna. Ett sadant skulle man kunna erhalla genom
att uppmana experterna att forsoka komma fram till en rimlig undre grins
fy for den férorenade proportionen. Efter diskussion kom de fram till att det
ar mycket troligt att # > 50%. Man ska kanske inte lite till 100% pé experter,
sa vi ansétter darfor att priorsannolikheten
1
P> 05) = / b(6la, B) d ~ 0.9
Jos
Med hjalp av numerisk programvara (t.ex Matlab) kan vi nu iterera fram att
a = 8.77 och = 4.33 ar lampliga parameterviarden. O

Den som vill ldsa mer om Bayesiansk statistik kan t.ex bladdra lite i Rice [5,
kap 15|, Bickel & Doksum [2] eller Berger |1]. Nagot exemplar av den forst-
ndmnda finns ev att lana ut.
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Svar eller 16sningar till 6vningarna

1) Sokt ar
argmax b(f|a, ) = argmax 0% ' (1 — )7
0 0

=argmax ((« — 1)Inf+ (5 — 1)In(1 — 0))
0
a—1
a+p—2
Den forsta likheten beror pa att proportionalitetskonstanten bara paverkar
maximats storlek, ej dess ldge. Den andra likheten beror pa att b(0|a, [3)
antar sitt maximum i samma punkt som Inb(f|«, 5) (logaritmfunktionen &r
ju strikt vixande). Den tredje och sista likheten fas genom att sitta derivatan
av Inb(«, B) lika med noll och 16sa ut . Till sist bor man forsikra sig om att
l6sningen dr ett maximum.

2) Vi far
1o = /0 0b(0)ar, B) 6 = % /0 6° (1 - 0)° ' df
_ T(a+B8) T(a+1)I(B) [* N o«
= T3 Tlat 5+ 1) /0 bBla+1,8)d0="=>

3) Anvind tekniken fran Gvning 2 till att visa att

1
g = / 62(6] 0, B) df
J0

T(a+8) T(@+2T(B)  (a+1a

T T(@IB) T(a+B+2) (a+pB+D(atp)

och fortsatt sa har:

02 = pge — ()’ = (a+1)a ( N >2

(a+B+1)(a+8) \a+p
:(a+1)a(a+ﬂ)—a2(a+5+1): af
(a+B+1)(a+p)? (@ +B+1)(a+p)?

4) Notera att métresultatet x &r bin(n, #)-fordelat, dir n = 10. Motsvarande
massfunktion ar

p(z|0) = (:) 0" (1—60)"" for 2 =0,1,...,n

9



Déa vi inte har nagon férhandskunskap véljes ldmpligen priorn p(f) o< 1 och
Bayes formel ger for a posterioritroligheten att den satisfierar

p(f]z) o (Z) 0" (1 — )" "

Observera att

p(B]z) oc 0% (1 = 6)"*

Vi kan ju lata faktorn (") inga i proportionalitetskonstanten ¢(z). Vi ser att
p(0]x) ar en beta(x+1, n—x+1)-trolighet. Motsvarande a posterioriskattning
ir 0 = x/n. Avslutningsvis noterar vi att da utfallet av x blev z = 3, sa
har vi alltsd a posterioritroligheten beta(4,8) och a posterioriskattningen
0 =3/10 = 0.30.

5) Naturligt ar att vélja beta(z + 1,n — x + 1)-troligheten till prior, dér
n =10 och z = 3.

6) Priorn ar b(f|x + 1,n — x + 1) och métresultatet y har massfunktionen

m _
ol = (") o 1oy
Y
Saledes géller att a posterioritroligheten uppfyller
p(f|z, y) o< 7Y (1 — g)rtm—(ety)

Detta ir en beta(x+y+1, n+m—(v+y)+1)-trolighet. A posterioriskattningen

ar
T4y

n—+m

)=

Inséttning av n = 10, x = 3 samt m = 12, y = 5 ger oss a posterioritrolighe-
ten beta(9, 23) och-skattningen 6 = 0.364.

7) 0 = 0.375, o = 0.1477
8) Beta(2,4), § = 0.333, 0 = 0.1237

9) Beta(3,7), § = 0.31, beta(5, 13), beta(2, 4)
10) Beta(5/3,3)
11) Beta(2.6,5.9)
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