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F11: Ch 8 Statistisk testteori

Nyckelord: noll och alternativhypotes, typ I och typ II-fel, signifikansniva och
styrka, teststatistika, P-virde

Dagens foreldsning ska handla om hur man med statistiska metoder "bevisar”
pastdenden. Man gor det med statistiska (hypotes-) test och p g a att vi
analyserar slumpmiéssiga fenomen &r vi tvingade att acceptera att det faktiskt
kan hinda att vi felaktigt tror oss om att ha bevisat nagot. Vi ska lara oss
hur man gor ett statistiskt test, s att risken att man felaktigt tror nagot
viktigt ar liten. Denna risk brukar kallas f6r testets niva och betecknas .

I en statistisk testsituation kan man ocksa raka utfér att man p g a slumpen
inte lyckas att bevisa nagot som faktiskt &r sant. Detta dr en annan typ av
fel och risken att det intréffar ska vi beteckna f.

Tyvarr gar det inte utan att 6ka stickprovets storlek att samtidigt skydda sig
mot dessa bada typer av fel.

Exempel 1 Antag att vi har 2000 lingdskidakare vid en tévling. Under tév-
lingen genomférs en dopingkontroll och 850 provas possitivt for doping. Kan
man anta att 50% av alla langdskidékare dopar sig, d.v.s. dr det en liten
sannolikhet att farre &n 850 akare dopar sig? Téank till och motivera det du
kommer fram till. Rdknetips: Anviind binomialférdelningens approximations-
egenskaper.

Losning: Om p = P(en godtycklig dkare dopar sig) = 0.5, s foljer att an-
talet dopade akare i tavlingen &r binomial(2000, 0.5) ~ N(1000, 22.36). San-
nolikheten att 850 eller fiarre akare dopar sig &r under detta antagande ar
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Att sa fa som 850 dopar sig &dr alltsa vildigt osannolikt om det vore sa
att p = 0.5. Slutsatsen vi drar ifran denna berdkning &r att antagandet ar
felaktigt. Det &r alltsa inte s& att hela 50% av skidakarkollektivet dopar sig.

Exempel 3 Antag att Pontus Foxtrot vill sla vad med dig om att han med
tdrningen han haller i handen kommer att kasta minst 25 sexor pa 100 forsok.
Pontus vill satsa 10 USD och undrar lite smatyket om du vagar halla emot?

Losning: Du vet att antalet sexor x dr binomialfordelat med parametrar
n = 100 och p = 1/6, och raknar snabbt ut att

w=mnp=100/6 ~ 16.7

samt att

o =+/np(1 —p) = 1/500/36 ~ 3.73
Sa x > 25 innebéar faktiskt att Pontus réknar med att sla fler &r p 4+ 20 och

du vet att centrala grénsvirdessatsen siger att denna sannolikhet dr sa liten
som = 0.025. Pontus chans att vinna vadet dr alltsi inte storre én ca 1/40.

Det &r latt att frestas att sdtta emot om det inte vore sa att Pontus &r kidnd
for att gérna luras. Sa slutsatsen av kalkylen ovan &r att Pontus antagligen
har en osymmetrisk térning.

Men du sitter emot dnda, for 10 USD &r ju inte sa himla mycket och det
kunde kanske vara kul att se hur det gar.

Hur det gick? Jo, Pontus slar x = 28 sexor pa sina 100 kast och vinner dina
10 dollar.

Fuskade Pontus?

Om han gjorde det, hur ska vi da bevisa det utan att dissekrera tarningen.
Vi kan gott anta att den ser helt normal ut.

Har foljer ett allmént tillvigagangssitt: Var utgangspunkt Hy ar att tér-
ningen ar symmetrisk, vilket bl a innebér att P(sexa) = 1/6, och att antalet
sexor z dr binomialférdelad med parametrar n = 100 och p = 1/6. Centrala
gransvirdessatsen talar om for oss att x dr approximativt normalférdelad
med vintevirde p &~ 16.7 och standardavvikelse o ~ 3.72.

Sannolikheten for ett resultat som ar minst lika extremt som det Pontus fick,
ar
P(X >28) = P(X > 27.5)
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373~ 3.73
— P(Z>291) = 1 — 0.9982 ~ 0.002

X —16. 27.5 —16.
:P( 6.67 7.5 667)

(Obs Z betecknar en variabel som dr standardiserat normalfordelad.)

Slutsatsen av denna kalkyl &r: antingen ar tdrningen OK och nagot vildans
osannolikt har intréiffat; eller s dr tdrningen osymmetrisk. Den som é&r in-
forstadd med Pontus allminna karaktir foredrar nog att tro det sistndmnda
och anse att kalkylen faktiskt bevisar att Pontus fuskade.

Men helt sikra kan vi inte vara. Risken att vi felaktigt anklagar Pontus for
falskspel ar sa lag som =~ 0.002 = 0.2%. Den risken att ha fel kan man nog
acceptera.

Sannolikheten 0.002 kallas for P-vdrdet eller den observerade signifikansni-

van.

Man brukar formulera den hér typen av problem m.h.a. tva hypoteser kallade
noll- och alternativhypotesen. Se rutan léngst ned pa sidan 326.

The null hypothesis, denoted by H, is the claim about one or more
population or process characteristics that is initially assumed to be true. The
alternative hypothesis, denoted by H,, is the claim that is contradictory
to H().

The null hypothesis will be rejected in favor of the alternative hypothesis
only if sample evidence suggests that H is false. If the sample does not
strongly contradict Hy, we will continue to believe in the truth of the null
hypothesis.

The two possible conclusions from a hypothesis-testing analysis are then
reject Hy or fail to reject H.

Observera att alternativhypotesen dr det man vill pavisa med den statistiska
utredningen. Nollhypotesen representerar normalléiget och dr ofta, men inte
alltid, komplementet till alternativhypotesen. Man sédgar att man testar H
mot H,.

I skidakarexemplet dr alternativhypotesen H, : p > 0.5 och nollhypotesen
Hy:p=1/2.
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I exemplet med Pontus Foxtrot &r alternativhypotesen H, : p # 1/6 eller
mojligen H, : p > 1/6 och nollhypotesen ar Hy : p = 1/6.

Efter det att noll- och alternativhypotesen &r formulerade rdknar man ut,
under antagandet att nollhypotesen &r sann, hur starkt data tyder pa alter-
nativet. Man antingen férkastar nollhypotesen och accepterar da samtidigt
alternativhypotesen, eller sa misslyckas man att forkasta beroende pa resul-
tatet av berdkningen.

Definition pa sida 328.

A type I error is the error of rejecting Hy when Hj is actually true.

A type II error consists of not rejecting Hy when Hj is false.

Definition pa sida 329:

Maximala sannolikheten att bega ett typ-I-fel skrives a och kallas for testets
signifikansnivd. Sa att om man t.ex. viljer att testa pa "nivan” a = 0.01, sa
ska risken att felaktigt forkasta en sann nollhypotes vara < 0.01.

Sannolikheten att gora ett typ-II-fel skrives S.
1 — B brukar man kalla testets styrka.

Rutan om P-virde pa sidan 331:

P-vardet eller den observerade signifikansnivan ar sannolikheten for ett
minst lika extremt virde som det vi erholl (berdknad under antagandet att
Hj ér sann). Ju lagre P-virdet &r, desto mer osannolikare dr nollhypotesen.

Ofta bestimmer man sig pa férhand fér att testa pa en viss niva a. Man
bestdmmer sig alltsa for hur stor risk man ar beredd att acceptera for att
gora ett typ I-fel (d v s att felaktigt forkasta en sann nollhypotes). Om det
erhallna P-virdet < « forkastas Hy. D4 rdknar vi med att alternativet H,
ar sannt och vet att risken for att detta ska vara fel ar < a.

Exempel 8.4 pé sidorna 331-332. (Se OH)

Rutan pa sidan 338 ("The one-sample ¢-test”). (se OH)
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Forutsittning: n st oberoende N(pu, o)-observationer.
Data: n, z, s

T — o
s/\/n
Test av Hy : 4 < o mot Hy @ > pg
forkasta Hy da P(T > t) < «

Teststatistika: t =

~tn—1)

Test av Hy : > po mot Hy @ p < po
forkasta Hy da P(T < t) < «

Test av Hy : pp = o mot Hy @y # o
forkasta Hy da P(T > |t]) < a/2

Exempel 8.5 pa sida 339. (Se OH)

Rutan pa sidan 341: "The two-sample ¢-test”

Forutsittning: Ett stickprov bestdende av n; st oberoende N(uq,0q)-
observationer och ett stickprov bestdende av ny st oberoende N(uo,0s)-
observationer. De tva stickproven ska vara oberoende.

Data: ny, i‘l, S1 samt nog, i‘g, S92
X1 — X9
V82 /ny + s2/ny

(53/m1 + 53/ms)”
df ~

- st/ 83/
ny — 1 No — 1

Teststatistika: t =

~ t(df) dar

Test av Hy : 41 = o mot Hy @ g > o
forkasta Hy da P(T > t) < «

Test av Hy : gy = pe mot Hy @ g # po
forkasta Hy da P(T > |t|) < /2

Exempel 8.6 pé sidorna 341-344. (Se OH)



