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F1-F2: Ch 1 Data and Distributions

Nyckelord: Diskreta och kontinuerliga variabler, histogram, diskreta och kon-
tinuerliga fordelningar, percentil, kvantil, median, exponentialférdelningen,
normalfordelningen, lognormalférdelningen, Binomialférdelningen, Poisson-
fordelningen.

Variabler (s 3-4)

Definition 1 (s 3-4) En variabel dr nagot vi méter eller observerar i ett (eller
flera) forsok. Devore & Farnum anvinder sma bokstéver, t ex x,y, z, for att
beteckna olika variabler.

Exempel 1 z skulle kunna vara en nyexaminerad civilingenjors kon, y antalet
garantireparationer for ett visst bilméarke, z hallfastheten hos en viss typ av
vajrar, t en konstruktions livstid, etc.

Exempel 2 (s 4) En bilforsiljare séiljer bilar med manuell (M) eller auto-
matisk (A) véxellada. De 10 senast salda bilarna var av typ:

M, A, A, A, M, A, A, M, A, A

Detta ar ett exempel pa en kategorisk dataméangd. Variabeln som observeras
kan bara anta de tva kategoriska virdena M och A.

Exempel 3 (s 4) Man har métt upp livstiden pa 8 batterier av en viss typ
och fatt:
5.6, 5.1, 6.2, 6.0, 5.8, 6.5, 5.8, 5.5

Detta &r ett exempel pa en numerisk datamingd. Variabeln som studeras
kan i princip anta alla icke-negativa reella virden.

I bada exemplena ovan dr dataméngderna univariata.
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Bivariata datamangder erhalls nir man samtidigt méter eller observerar tva
variabler.

Multivariata dataméngder erhalls nar man samtidigt méter eller observerar
tre eller flera variabler.

Exempel 4 Man miéter lingd x (i cm) och vikt y (i kg) pa spelarna i sek-
tionens innebandylag:

(165,73), (182,79), ..., (172,75)

Detta ar en bivariat datamangd. Antag att man &ven observerar spelarens
kén. D& skulle det kunna se ut sa har:

(K,165,73), (M,182,79), ..., (M,172,75)
Detta ar en multivariat datamangd, som ar blandat kategorisk och numerisk.

Definition 2 (s 11) En variabel dr kategorisk om dess virdeméangd &r icke-
reell och dndlig. Den &r diskret om vardeférradet ar en éndlig eller upprak-
neligt odndlig mangd av reella tal. Den ar kontinuerlig om den kan anta alla
virden i ett eller flera intervall av reella tal.

I den hér kursen ska vi huvudsakligen syssla med reellvirda (numeriska) vari-
abler. Teorin for diskreta och kontinuerliga variabler skiljer sig at, sa vi maste
hela tiden halla i minnet om en viss variabel ar diskret eller kontinuerlig.

Diskreta variabler uppkommer néstan alltid i forsok dar nagot riaknas.

Exempel 5a Under juni manad ar 2003 kommer trestegshopparen NN att
deltaga i 7 internationella tivlingar. Antalet gdnger NN hoppar minst 17.00 me-
ter ar en diskret variabel, eftersom de mdjliga utfallen ar 0,1,...,7.

Exempel 5b Antalet cykelolyckor utmed Vasagatan en viss manad ar en
diskret variabel, eftersom dess mdjliga utfall ar 0,1,2, .. ..

Mitresultat ar ofta kontinuerliga.

Exempel 6a En vitskas pH-virde dr en kontinuerlig variabel, eftersom pH-
véirdet i princip kan vara vilket tal som helst i intervallet (0, 14).
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Exempel 6b Koncentrationen (i mg/m?) av en viss tungmetall i ett jordprov
ar en kontinuerlig variabel, eftersom utfallsrummet i princip &r hela R, =
[0, 00).

Exempel 6c¢ Differensen i blodets kolesterolhalt fore och efter en viss be-
handling ar en kontinuerlig stokastisk variabel. Det dr naturligt att som ut-
fallsrum for detta experiment vilja hela R = (—o0, 00), trots att det ju finns
en naturligt undre grins for differensen (kolesterolhalten kan ju inte sjunka
langre &n till noll).

Histogram (s 11-19)

Definition 3 (s 12) Histogram for kategoriska (eller diskreta) data. Lat ka-
tegorierna vara ag, ..., ag. Antag att du har f; observationer av kategori ay,
fo observationer av kategori as, etc, och att totala antalet observationer ar
n. Obs att n = f1 + fo + ... + fr. Ett histogram ar ett stapeldiagram dar
hojden av stapeln ovanfor a; &r proportionell mot f;/n, hojden av stapeln
ovanfor ay dr proportionell mot fy/n, etc.

I histogrammet nedan (producerat m.h.a. Matlab) ar de respektive héjderna
lika med fi, fo, etc.

Antalet olyckor av ett visst slag under 50disjunkta tidsinterval

12

10

0

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Figur 1: Histogram &6ver antalet olyckor av ett viss slag.
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Definition 4 (s 14) Partitionera (dela in) utfallsrummet for variabeln som
observeras:
T <T1 <X < ...< Tk

Vi antar att klassbredderna ar lika:
T1 —Tog=T92 —T1 =... =T — Tf—1

Lat f; vara antalet observationer i [zg,x1], fo vara antalet observationer
(x1, 23], etc, och 1at n = f1 + fo + ...+ fi vara totala antalet observationer.
Avsitt ovanfor intervallet [zg, x;] en stapel med hojden f;/n, ovanfor inter-
vallet [z1,x2] en stapel med héjden fo/n, etc. Da far du ett histogram for
kontinuerliga data med lika klassbredd.

35 matningar av 1Q

0
75 80 85 90 95 100 105 110 115 120 125 130 135

Figur 2: Histogram o6ver IQ i ett stickprov om 35 individer.

Definition 5 (s 16) Gor som i definitionen ovan, fast slapp kravet att klas-
serna ska vara lika stora. Avsitt ovanfor intervallet [zg,x1] en stapel med
bredden z; — xy och héjden

f1 / n

Ty — Zo
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avsitt ovanfor intervallet [z, 25| en stapel med bredden zo — z; och héjden
fa/n
To — I1

etc. Da far du ett tdthets-histogram for variabeln.

Poingen med ett histogram av denna typ &r att totala arean av staplarna blir
ett, och att det mer och mer kommer att likna den teoretiska férdelningskurva
vi strax ska inféra om antalet observationer okar.

Se Exempel 1.9, s 16-171 D & F.

Kontinuerliga férdelningar (s 24-29)

Definition 6 (s 25) En tdthet eller tdathetsfunktion anvinds for att beskriva
en kontinuerlig variabels teoretiska fordelning. Foljande egenskaper ska en
tathetsfunktion uppfylla:

1. f(z) > 0forallaxz € R

2. [ fe)do

Observera att variabelns utfallsrum ar
Q={zeR: f(zx) >0}
Nér man definierar en téthet f(x) for en variabel  talar man bara om hur

den ska berdknas for z € Q.

Tanken med definitionen ar att proportionen observationer av variabeln i
intervallet (a, b] ungefir ska ges av den teoretiska proportionen

/abf(a:) dx

med likhet om antalet observationer vore oédndligt.

Obs att det som D & F kallar teoretisk proportion ska vi (snart) kalla san-
nolikhet och till variabeln z ska vi koppla en stokastisk variabel X och san-
nolikheten att a < X < b dr P(a < X <b), dir

P(angb):/bf(x)dx
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Figur 1.12 (s 25) Téathets-histogrammet beskriver den experimentella eller
empiriska fordelningen och det giller att den empiriska fordelningen konver-
gerar mot den teoretiska da antalet observationer gar mot odndligheten.

Exempel 1.12 (s 27) Responstiden ¢ (i s) tills ndgot hinder antas ha den

teoretiska fordelningen

1
flt) = ge_t/5, t>0

Ar detta en (kontinuerlig) tithet?
Vi kollar att definitionen ar uppfylld.

1. f(t) =0dat <0 (konvention) och f(t) =e¥5/5>0dat > 0.
2. [Z ftydt= [°f(t)dt= [Ce7/3/pdt=...=1

Lite langre fram i kursen ska vi infora begreppet stokastisk variabel, frimst
for att enkelt kunna uttrycka vara tankar i formler. Den stokastiska variabel
som svarar mot t ska vi beteckna 7', och vi skriver

b
P@<T§®z/f@ﬁ
for den teoretiska proportionen utfall i intervallet (a, b]. Talet
Pla<T <))

ska vi kalla sannolikheten att a < T < b intriffar, eller sannolikheten for
héindelsen a < T < b.

Vi raknar nu ut att

5€—w/5
P(T<5):/ —dz = ...~ 0632
0

Definition 7 (s 29) Om en variabels tdthet dr av formen
flx)y =X >0
for nagot A > 0, séger vi att den ar exponentialfordelad.

Exponentialférdelningen betecknas Exp()).
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An exponential pdf
0.2 T
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Figur 3: Exponentialtitheten i exempel 1.12.

Lat T ~ Exp(1/5).
Det virde ¢ som uppfyller

P(T <¢)=0.90
ska vi kalla for den 90:e percentilen eller 0.9-kvantilen. Observera att
o—/5
5

Andra percentiler definieras analogt. De berdknas genom att man 16ser en
ekvation av typen

PT<¢)=09 & / de =09 = ... =c~115
0

PT<c)=p & /ch(m)d:rzp

dir 0 < p <1 &r givet.

Den 50:e percentilen kallas foér medianen. Den fas genom att 16sa ekvationen

—z/5
€ —da =05

P(T<c)=05 & /
0

Hemdovning 1 Visa att medianen i exponentialférdelningen ar

_ln2
=N
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Diskreta férdelningar (s 29-30)

Definition 8 (s 29) En diskret variabels teoretiska fordelning definieras av
en mass- eller frekvensfunktion p(x) uppfyllande

1. p(z) >0 for allaxz € R

2. p(z) > 0 for hogst uppréikneligt manga x
3. Zp(ac) =1

dir summationen sker 6ver de hogst upprikneligt manga mojliga variabel-
viardena.

Om de mojliga utfallen ar x; < x9 < ..., sa ska alltsd massfunktionen upp-
fylla

1. p(z;) > 0 for alla z;, och p(z) = 0 for alla andra z
2. Zp(x,) =1

Den teoretiska proportionen observationer i “intervallet” {zy,zgy1,...,2;}
ges av

p(@g) + p(Thy1) + ... +p(w) = Zp(xi)

Detta kallar vi sannolikheten fér ett utfall mellan x och z;. Om motsvarande
stokastiska variabel kallas X skriver vi

l

P(X € {zs,....m}) = Plax < X <) =3 p(x:)

Exempel 1.13 (s 30) Antag att z dr diskret och har massfunktionen

4!
$0.9°0.1%°% £ =0,1,2,3,4
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Att detta dr en massfunktion féljer av Binomialteoremet: For reella a, b och
positiva heltal n galler

(Hb)“:ij(’;)akbn—k

k=0

()

The Binomial(4,0.9) pmf
0.7 T T T

Obs

0.6 N
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|
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Figur 4: Binomialtidtheten i exempel 1.13

Hemo6vning 2 Berikna P(1 < X < 3).

1.4 Normalfordelningen (s 32-40)

Definition 9 (s 32) En kontinuerlig variabel z (eller stokastisk variabel X)
siges vara normalfordelad om dess tathetsfunktion ar av typen

1

5 6_(;5_“)2/202, —00 < T < 00
O

fz) =
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dir —oo < pu < 00 och ¢ > 0. Talen u,o &r fordelningens parametrar. Av
uttrycket for tatheten framgar att p bestdmmer férdelningens ldge och o hur
utspridd den ar, samt att utfallsrummet ar hela R.

Normalférdelningen betecknas N(u, o).

S& har beraknar man sannolikheter for normalfordelade variabler:

P(angb)z/bf(x)da:

Theoretical distribution of 1Q
0.03 T T T

0.025

0.02 -

0.015

density

0.005 -

0 1 1 ! ! ! 1 1
40 60 80 100 120 140 160

value

Figur 5: Teoretisk I1Q &r N(100, 15).
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The N(30,5) pdf
0.08 : T

0.07-

0.06 -

55

Figur 6: N(30, 5)-tétheten.

Definition 10 (s 34) Da p = 0 och ¢ = 1 brukar man siga att normalfor-
delningen ar standardiserad. Motsvarande téthet ar

1 —22/2

SD(Z)Z\/—2—7T€ )

Skilet till att den oberoende variabeln hiar bendmns z &r att man brukar
anvianda just z eller Z som beteckning f6r en normalfordelad variabel med
u=0ocho=1.

— 0 <z<X
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The standard normal pdf

density

value

Figur 7: N(0, 1)-tétheten.

Operationen som avbildar z pa (z — u) /o brukar bendmnas standardisering.

Den standardiserade normalférdelningsfunktionen ar

Exempel 7 Antag att vi vet att en variabel z dr normalférdelad med pa-
rametrar y = 5 och ¢ = 2, och att vi vill veta den teoretiska proportionen

observationer i intervallet [3, 7]. D& ska vi berdkna

1 (3—(95—5)2/2-22 dz

/37f($)dx=/37m_2

= /_1190(2) dz

(Gor substitutionen z = (z —5)/2. Da dz = dz/2 samt © = 3 = z = —1 och

r=T=2=1.)
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Ur tabellen 6ver normalférdelningen s 534-535 (eller insidan av parmen) fas

- [ e@is = [ o= [ otw)is

= 3(1) — 3(~1)
=0.8413 — 0.1587
= 0.6826

Ca 68% av observationerna kommer alltsa att hamna i intervallet [3, 7]. Denna
approximation blir béttre ju fler observationer som gors.

Man kan visa att om x dr normalférdelad med parametrar p och o, sa ar
z = (z — p)/o normalférdelad med = 0 och ¢ = 1. Operationen
T —
o

T —

brukar dirfér bendmnas standardisering.

Ett annat satt att formulera detta ar att om den stokastiska variabeln X &r
N(u, o)-fordelad, vilket brukar skrivas X ~ N(u,0), sa dr (X —p)/o N(0, 1)-
fordelad. M.a.o,

— B
o)

X ~N(p,0) =

~N(0,1)

Exempel 1.15 (s 36) Vilket z-véirde c dr sddant att arean under z-kurvan
till vénster om c ar 0.677

Alltsa, om variabeln z ar N(0, 1)-fordelad, for vilket ¢ géller att den teoretiska
proportionen observationer < ¢ &r lika med 0.677

Alltsa, om den stokastiska variabeln Z ~ N(0, 1), for vilket ¢ galler att

P(Z < ¢)=0.67

Vi ska alltsa bestdmma den 67:e percentilen i den standardiserade normal-
fordelningen. Vi loser darfor ut ¢ ur

/c o(2) dz = 0.67

—00
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Ratt svar ar ¢ = 0.43991. Ett approximativt svar erhalles genom att man i
normalférdelningstabellen letar upp sannolikheten p = 0.67 och i margina-
lerna léser av motsvarande z-virde.

Hemd&vning 3 Bestdm den 95:e percentilen i den standardiserade normal-
fordelningen.

Hemo6vning 4 Lat X ~ N(100,15). Bestdm den 95:e percentilen i X:s for-
delning. Tolka resultatet.

Hemd6vning 5 For vilket z-virde géller
P(—2<7Z<2)=0.95

Vad innebir resultatet for en N(u, o)-variabel?

1.5 Fler kontinuerliga férdelningar (s 42-46)

Definition 11 (s 43) En icke-negativ kontinuerlig variabel z séiges vara
lognormalférdelad om y = Inz &r normalfordelad.

The LN(3,1)-density
0.035 T T T

0.03 - B

0.025 : =

density

0.015 B

0.01 1

0.005 : B

0 ! ! ! ! ! ! ! ! !
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

value

Figur 8: Ett exempel pa en lognormal-tithet.
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Obs att y =lnzx & = = €.

Las sjialva i D & F om lognormalfordelningen. Glom inte att studera Fi-
gur 1.29, s 43.

Las sjilva i D & F om Weibullférdelningen, som manga ganger &r en bra
modell for livslingd i utmattningssammanhang.

1.6 Ett par viktiga diskreta fordelningar (s 47-52)

Definition 12 (s 48) En variabel ségs vara Binomialférdelad om den &r
diskret och dess massfunktion &r

n n—

for nagot heltal n > 1 och nagon sannolikhet p € (0, 1).

Binomialférdelningen betecknas Bin(n, p).

Notera att p(k) > 0 for £ =0,1,...,n och att
D pk)=(p+1-p)"=1
k
enligt Binomialteoremet (som vi redan har haft uppe till diskussion).

The Binomial(14,0.6) pmf
0.25 T T

probability mass
o
s
ul
T

o
-
T

0.05~
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Figur 9: Massfunktionen Bin(14,0.6).

Antag att man gor forsok. I varje forsok dr man intresserad av huruvida en
viss hindelse A intraffar eller ej. Lat p vara den teoretiska proportionen som
A intréffar i (d v s proportionen for A om antalet fors6k — oo. Vi ska senare
kalla detta tal for sannolikheten for A och beteckna det P(A).)

Téank dig nu att man utfor forsoken sa att de blir oberoende av varandra.
D v s inget av det som héander i forsok nr 1 far lov att paverka vad som
hénder i de andra forscken, inget av det som hénder i forsok nr 2 far lov att
paverka vad som hénder i de andra forsoken, etc. Ténk dig ocksa att vi gor
exakt n forsck. Lat f vara frekvensen for A, d.v.s. antalet ganger A intraffar.
Da ar f Binomialférdelad med parametrar n och p.

Vi skriver f ~ Bin(n,p).

Om vi nu later n — oo och p — 0 pa ett sadant siatt att np — A > 0, sa
kommer .
n k(1 __  \n—k -\ )‘_
<k)p (L=p)"" —=e o
Till héger ovan har vi massfunktionen for Poissonférdelningen, som dr nésta
fordelningsklass som vi ska kiénna till.

Definition 13 (s 50) Poissonfordelningens massfunktion &r

/\lc

A
p(k) =e€ H:

k=0,1,2,...

Att detta dr en massfunktion ser man genom att Taylorutveckla e*. Glom
aldrig att Poissonfordelningen ar diskret.
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The Poisson(5.5) pmf
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Figur 10: Massfunktionen Poi(5.5).

Hemd&vning 6 Lat variabeln x vara Poissonférdelad med parameter A = 5.5.
Beridkna den teoretiska proportionen observationer skilda fran noll.

Forr approximerade man ofta Binomialfordelningen med Poissonfordelningen
om proportionen p var liten. Det behovs inte nu nér vi har s& bra berdknings-
verktyg.

Men approximationen &r viktig av principiella skil, ty den siger oss att Pois-
sonférdelningen dr en bra modell for intréffandet av ovanliga hiindelser.

Exempel 8 Vi har tidigare noterat att antalet cykelolyckor utmed Vasagatan
en manad, vilken som helst, &r en diskret variabel eftersom virdeméngden
bestar av talen 0,1,2,.... For varje cyklist som cyklar utmed gatan ténker
vi oss ett slumpméssigt forsok dir vi observerar ifall cyklisten rakar ut for
en olycka eller ej.

Av det som redan sagts forstar vi att frekvensen olyckor f dr Binomialférdelad
med parametrar n och p, dir n ar totala antalet cyklister och p ar den
teoretiska proportionen olyckor. Sa frekvensen olyckor under en manad &r
approximativt Poissonférdelad med parameter A = np.
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Varken n eller p ar ldtta att méita och kanske inte heller s& intressanta.
Déaremot kan man m h a olycksstatistik skaffa sig kunskap om parametern A.
Hur det gar till ska vi se senare i kursens sista del.



