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F5-F6: Ch 5 Probability and sampling distribu-
tions

Nyckelord: experiment, hindelse, Venn-diagram, och, eller samt komplement,
disjunkta hindelser, sannolikhetsaxiomen, additionsregler, betingad sanno-
likhet, oberoende héndelser, totala sannolikhetslagen, Bayes formel, diskreta
och kontinuerliga stokastiska variabler, sannolikhetsfordelning, véntevirde,
varians, standardavvikelse, kvantil, statistika, standard- eller typfel, centrala
gransvardessatsen

5.1 Slumpmassiga forsok (s 184-188)
Terminologi (s 184)

Ett slumpmdssigt forsok ar den ram vi lagger runt vara sannolikhetsberak-
ningar. Vi observerar wvariabler men det vi rdknar ut sannolikheter for ar
héndelser. En hdndelse ("event”) &r nagot som antingen intréffar eller inte
intraffar da vi utfor ett slumpméssigt forsok. Ofta anvinder vi ordet wtfall
("sample point, outcome”) for resultatet av ett slumpmaéssigt forsok. Mang-
den av alla méjliga utfall kallar vi for forskets utfallsrum ("sample space”).
Det ar inget annat dn variabelns virdeméangd.

Téank dig att du utfor ett slumpméssigt forsok som bestar i att observera
en variabel z. Nar du gjort forsoket har du erhallit ett utfall som vi ocksa
kallar x. Tanker du gora fler forsok, sa ar det naturligt att lata x; beteck-
na det forsta forsoksresultatet, xo det andra, etc. Lat X vara motsvarande
stokastiska variabel.

Variabeln x kan egentligen vara av vilken matematisk typ som helst, men vi
ska tdnka oss den reellvird. Utfallsrummet &r da en delméngd av eller hela
R. Lat A C R. Utsagan X € A dr en héndelse, ty efter det att forscket
har utforts vet vi om forsoksresultatet (dess utfall) z tillhor A eller ej. Alla
héndelser kan kopplas ihop med en méingd A pa detta sitt. Ofta studeras
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endast en variabel. D4 ar den ofta underforstddd och man skriver A for
héndelsen och siger att A intriffar istéillet for X € A.

Tank dig nu att vi ska utfora ett slumpmaéssigt forsok. Det kan vara allt
ifran att man observerar hur manga dgg ett visst svalpar lidgger i boet till en
avancerad mitning av mangden ozon i luften vi andas..

Utfallsrummet S dr méngden av alla mojliga forsOksresultat. Elementen x i
S kallas for wifall. Sa x &r variabeln vi méter och till den hor en stokastisk
variabel X. Delméngderna A, B, ... till S kallas for hdandelser. Handelsen
A utldses ”A intraffar”. Den kan ocksa skrivas X € A eller z € A (det
sistndimnda rekommenderas €j).

Sannolikheten att A intraffar skrives P(A) eller P(X € A) (eller P(x € A)).
Lat A, B vara handelser. D& betecknar

AN B hindelsen ”A och B”

AU B hindelsen ” A eller B”

A€ eller A’ hdandelsen ”icke-A”
Dessutom definierar vi

A\ B = AN B¢ (utldses A minus B eller A men ej B)

AAB = A\ BU B\ A (symmetriska differensen)

Observera att AAB intraffar om, och endast om, exakt en av héindelserna A
och B intriffar.

Héandelserna A och B sigs vara dmsesidigt uteslutande eller disjunkta, om

ANB=10
Héndelserna A4, ..., A, partitionerar en hindelse B, om
B C U A;
i=1

och
A,ﬂAj:Q) da 1 # 7
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Istéllet for partitionerar kan man siga delar in i disjunkta eller émsesidigt
uteslutande delar.

Exempel 1 Fororenad mark. Lat y vara koncentrationen av nagon giftig
tungmetall. Lat x vara resultatet av en métning av y.

Marken betraktas som fororenad om y > ¢, dar ¢ ar ett av myndigheterna
specificerat kritiskt virde. Denna héndelse betecknas C'.

Lat d vara den s k detekteringsnivan (obs att typiskt &r d # ¢). Hindelsen
z > d betecknas D.

Rita ett traddiagram 6ver vad som kan hinda.
Rita in hindelserna C' och D i ett koordinatsystem. Observera dérvid att

C={y>0:y>c}

D={z>0:2>d}
Utfallsrummet for bada variablerna dr R, = [0, c0).

I ett Venn-diagram tidnker man sig att utfallsrummet dr en rektangel. I rek-
tangeln kan man illustrera hindelser genom att rita in motsvarande méngder.

Rita in hindelserna C' och D i ett Venndiagram.

5.2 Sannolikheter (s 189-193)
Sannolikhetsaxiomen (s 190-191)

Lat A, B vara tva godtyckliga hindelser i utfallsrummet S. D&
1.0< P(A) <1
2. P(S)=1

3. P(AUB) = P(A)+ P(B) om A, B ar 6msesidigt uteslutande
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Sannolikhetsrikningar (s 191-193)

Sats 1: P(A\ B) = P(A) — P(AN B)

Foljd 1: P(0) =0

Foljd 2: P(A%) = 1 — P(A)

Féljd 3: AC B = P(A) < P(B)

Sats 2: P(AUB) = P(A)+ P(B) — P(AN B)
Foljd 1: P(AU B) < P(A) + P(B)

Beuvis:
P(A)=P(ANnB)+ P(AN B°)

ty hindelserna AN B och AN B¢ ar 6msesidigt uteslutande (disjunkta). Vi
o P(A\B)=P(ANnB‘) =P(A)— P(ANnB)
(sats 1). Vidare,
P@)=P(A\A)=P(A)—P(ANA)=0
ty AN A = A (foljd 1). Vidare,
P(A)=P(S\A)=P(S)—P(SNA)=1-P(A)
ty SN A= Aoch P(S) =1 enligt axiom 2 (f6ljd 2). Om A C B, s&
0<P(B\A)=P(B)—P(BnNA)=P(B)—P(4)

(foljd 3). Notera nu att A\ B och B ar 6msesidigt uteslutande och att A\
BUB = AU B. Detta ger

P(AUB)=P(A\B) + P(B)
= P(A) — P(AN B) + P(B)
(sats 2). Till sist ser vi att
P(AUB)=P(A)+ P(B)— P(ANB) < P(A) + P(B)
(foljd 1). QED

Exempel 2 Férorenad mark (forts)
Antag P(C) = 0.8, P(D) = 0.74 och P(C N D) = 0.72. Berikna
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1. P(CuD)

2. P(C\ D)

3. P(D\C)

4. P(CAD)
Vi far

P(CuUD)=P(C)+ P(D)—-P(CND)
=0.840.74 - 0.72 = 0.82

Vidare

P(C\ D) =P(C)—- P(CND)=08—0.72 = 0.08

och
P(D\C)=P(D)—-P(CND)=0.74-0.72=0.02

S4 falsklarmsannolikheten ar

P(CAD)=P(C\DUD\C)=0.08+0.02=0.1

5.3 Betingade sannolikheter och oberoende hindelser (s 194-
199)

Betingade sannolikheter (s 195-196)
Den betingade sannolikheten for A givet B, ar

P(AN B)

P(AIB) = =55

Observera att

P(AN B) = P(A)P(B|A) = P(B)P(A|B)

Exempel 3 Fororenad mark (forts) Nedanstdende triddiagram ger en bra
overblick 6ver problematiken:
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Rita in sannolikheter och rikna ut och rita in de betingade sannolikheterna
i tradet:

_P(CnD) 072

P(D|C) PC) 08 =0.9
P(D'|C)=1-0.9=0.1
! .02
P(D‘C,):PDOC)_OO _ 01

P(C) 0.2
P(D'|C"Y=1-0.1=0.9

Vi skriver in dessa sannolikheter i tradet och erhaller:

M.h.a. trddsannolikheterna dr det nu latt att rdkna ut
P(CNnD)=P(C)P(D|C)=10.8-0.9=0.72
P(C\D)=P(CnD")=PC)P(D'|C)=0.8-0.1=0.08
P(D\C)=P(C'nD)=P(C"YP(D|C")=0.2-0.1 =0.02
P(C'n D)= P(C"P(D'|C")=0.2-0.9=0.18

Observera att summan av dessa sannolikheter &r 1. Vi kan nu igen beridkna
falsklarmssannolikheten

P(CAD)=P(C\DUD\C) =0.08 +0.02 = 0.10
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Oberoende hiindelser (s 196-198)

Héandelserna A och B sigs vara oberoende, om

P(AN B) = P(A)- P(B)

Observera att A, B dr oberoende om, och endast om,

P(A|B) = P(A)

Combining several concepts (s 198-199)

Exempel 4 Fororenad mark (forts)

Berdkna m h a tradet
P(D)=P(CND)+ P(C'ND)

= P(C)P(D|C) + P(C")P(D|C")
=0.7240.02=0.74

Lagen om total sannolikhet: Lat Ay, ..., A, partitionera B. Da géller

P(B) = ZP(Ai)P(B\Ai)

Exempel 5 Fororenad mark (forts)

Beridkna PCAD
P(C|D) = ﬁ

0.72
=om” 0.973

Observera att
P(D) = P(C)P(D|C) + P(C"P(D|C"

och att
P(CND)=P(C)P(D|C)
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arur foljer
ol P(C)P(D|C)
P(C)P(D|C)+ P(C")P(D|C")

Detta ér ett specialfall av Bayes formel. Det allménna fallet visas analogt.

P(C|D) =

Bayes formel: Under samma férutsidttningar som i lagen om total sanno-
likhet, géller

P(A;)P(B|A))
> i P(Ai)P(B|4y)

i=1

P(4A;|B) =
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5.4 Stokastiska variabler (s 202-211)

Fran och med nu, ska vi forsdka att mer konsekvent arbeta med stokastiska
variabler for att betona det faktum att i vara variablers numeriska utfall
finns en opredikterbar slumpkomponent.

Stokastiska variabler har (sannolikhets-) fordelningar som beskrivs av téthe-
ter i det kontinuerliga fallet och massfunktioner i det diskreta fallet. Oftast
anvander vi stora bokstiver t ex X som beteckning for den stokastiska varia-
beln nér vi tidigare betecknat variabeln x. Fast laroboken verkar konsekvent
anvanda sma bokstéver.

Vintevirde, varians, percentiler, e dyl, riknas ut som forut m h a tétheten
eller massfunktioner. Jag paminner om att manga som skriver E[X] istéllet
for bokens p, f6r X:s vintevirde och Var[X] istéllet for o2.

Exempel 5.10 (s 207) Lat 7" vara livstiden for en produkt. Funktionen
R(t) = P(T > t)
kallas for produktens dverlevnadsfunktion. Vantevardet
pr = E[T]

kallas ofta for “"mean time to failure” (MTTF) eller for’mean time between
failures” (MTBF). For en exponentialférdelad variabel géller att 6verlevnads-
funktionen &r

R(t) = / e Mdp =...=e M
t
och att MTTF ar
o 1
E[T]:/ zAe Mdp ==~
0 A

Exempel 6 Gransvirdet

L P(T<t+hT>t)  f)
hlt) = Jim h 0
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kallas for felintensiteten. For en exponentialfordelad variabel géller att felin-
tensiteten dr konstant, ty

)\6_’\t
Man kan visa att om felintensiteten ar konstant, sa maste variabeln vara
exponentialfordelad.

Exempel 5.11 (s 208) ir ett exempel pa hur man kan rikna med sannolik-
heter for stokastiska variabler. Titta sjalv pa detta.

5.5-5.6 Stickprovsvariabler (statistikor) (s 214-227)

Lat 1, ..., x, vara ett stickprov pa (den stokastiska) variabeln z. D3 &r alltsa
z1, ..., T, oberoende observationer av x.

Definition 1 (s 214) Reellviirda funktioner av ett stickprov kallar vi stick-
provsvariabler (statistikor).

Stickprovsvariabler anvinds for att dra slutsatser om x:s férdelning.

Exempel 7 Proportionen observationer i ett intervall, medelvirdet, media-
nen, standardavvikelsen, IQR, undre och 6vre kvantilen, alla 6vriga kvartiler.

Definition 2 (s 215) Stickprovsvariabler &r stokastiska variabler, s de har
fordelningar. Pa engelska siger man ofta "sampling distribution” fér att gora
tydligt att det ar férdelningen f6r en stickprovsvariabel som avses.

Néar vi raknar teoretiskt pa stickprov ar det praktiskt att anvinda stora bok-
staver for de stokastiska variablerna och sma f6r deras utfall. Vi skriver alltsa
i fortsittningen X, ..., X, for stickprovet och medelviirdet betecknar vi X.
Vi later S? beteckna stickprovets varians och s? motsv. empiriska (uppmétta,
experimentella) virde.

Exempel 5.14 (s 215) ar ett bra exempel pa att stickprovsvariabler har
fordelningar. . .

Ofta ar det svart att teoretiskt hirleda en viss stickprovsvariabels fordel-
ning. Men vissa egenskaper kan héirledas ur faktumet att observationerna ar
oberoende och likaférdelade.

Vi fokuserar intresset pa medelvirdet och variansen.
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Sats 1 (s 220) Lat Xy, ..., X, vara ett stickprov av den stokastiska variabeln
X med vintevirde p och varians o2. DA giller for medelvirdet X att

EX] = p
2
Var[X] = 7
n
Saledes ar
ox = Var[X]z%

Denna storhet kallas i engelsksprakig litteratur for “standard error”. Pa svens-
ka skulle man kunna siga standardfel eller standard osékerhet.

Sats 2 (s 221) Om X #r normalférdelad med parametrar p och o, si dr X
normalfordelad med parametrar p och o/y/n.

Sats 3 Centrala grinsvirdessatsen (s 222) Om X ej dr normalf6rdelad,
sa dr anda fordelningen for medelvirdet X &r approximativt normalférde-
lad med parametrar p och o/y/n forutsatt att antalet observationer n &r
tillrackligt stort.

Anta nu att vart stickprov z1, ..., x, bestar av {0, 1}-virda variabler. Vi kan
tdnka oss att vi observerar huruvida en viss hindelse intréiffar eller ej, och
vi later p vara handelsens sannolikhet. Fran diskussionen om Binomialférdel-
ningen vet vi att frekvensen

ar binomialfordelad med parametrar n och p. Obs att

=1
n

Relativa frekvensen f/n &r alltsa ett medelvirde.

Sats 4 (s 225) Om X antar viardet 1 med sannolikheten p och 0 med sanno-
likheten 1 — p, sa giller
p=FE[X]=p

o® = Var[X] = p(1 - p)
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Bewvis Vi har att
EX]=1-p+0-(1—-p)=p
och, eftersom X? = X, att
E[X* =p
Saledes giller att
Var[X] = p — p* = p(1 - p)
QED

Sats 5 (s 226) For relativa frekvensen f/n giller att vintevirdet dr
Elf/nl=p

och att variansen ar

Var(f/n] = 21=2)

Centrala grinsvirdessatsen giller for relativa frekvenser (de dr ju medelvér-
den). Alltsa

Sats 6 Da antalet observationer n dr stort, si dr relativa frekvensen f/n
approximativt normalférdelad med parametrar p och /p(1 — p)/n.

Exempel 8 EC inbjuder till vadslagning och séger: Jag ska singla det hér
myntet 100 ganger. Det dr helt symmetriskt. Titta girna pa det. Om du vill
att vi ska singla ett annat mynt, s ar det helt ok for mig. Jag satsar 10 kr
om du satsar 2 kr emot, pa att jag far 40 - 60 klave. Antar du vadet?

Vi analyserar situationen m.h.a. centrala grénsvirdessatsen (cgs). Lat X vara
antalet erhallna klave. Da géller att X &r binomialférdelad med parametrar
n = 100 och p = 0.5. Vi har ju ingen alls anledning att tro att myntet ar
osymmetriskt och ett helt symmetriskt mynt borde i snitt landa lika ofta
med klave som med krona upp.

Enligt cgs dr X/n approximativt normalférdelad med vénteviardet y = 0.5
och standardavvikelsen o = 4/0.25/100 = 0.5/1/100 = 0.05 (n = 100 &r
tillriackligt stort for att cgs ska verka). Vi kan nu rdkna ut att

P(EC vinner) = P(40 < X < 60) = P(0.4 < X/n < 0.6)

OPS. EC skulle kunna std for Emila eller Emili Chalmers, men EC kan ocksa betyda,
nagot helt annat, t.ex. Ezra Cewérd.
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0.4—-0.5 0.60 — 0.5
— << —
006 — — 0.05

dér (ty) Z = (X/n —0.5)/0.05 ar approximativt N(0, 1).

):P(—2§Z§2)%0.95

Den vinst EC kan forvinta sig (och ocksa ungefir erhaller i snitt om vadet
antas manga ganger) ir

~2:095-10-005=19-05=14

I snitt vinner alltsd EC 1 kr och 40 6re varje gang vadet antas. Detta dr en
synnerligen god affiar for EC. Jag skulle inte antagit vadet.

Hemovning 1 Om du satsar 2 kr, hur mycket tycker du att EC ska satsa
for att vadet ska bli rattvist?



