
Bivariata datamängder oh fördelningar sida 1Matematisk statistik VFöreläsningsantekningarTommy Norberg16 mars 2005F4a: Ch 3 Bivariata datamängder oh fördel-ningarNykelord: skatter-plot, korrelationskoe�ient, minsta-kvadrat-metoden, regres-sionslinje, dess lutning oh interept, residual- oh total-kvadratsumma, stan-dardavvikelse från regressionslinjen, mass- oh täthetsfunktion för �era vari-abler, oberoendeVi ska nu titta på vilka numeriska storheter som kan vara av intresse dådatamängden är bivariat: (xi; yi); 1 � i � n.3.1 Skatter-plottar (s 98-101)I �guren nedan visas en simulering av bivariata normalfördelade data x; ymed väntevärden �x = 1; �y = 5oh standardavvikelser �x = 0:3; �y = 1:58samt kovariansen ovxy = �0:45
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Scatter plot of 25 bivariate normal data points

x

y

Theoretical correlation: −0.949
Empirical correlation: −0.942

Figur 1: En s k skatter-plott med simulerade bivariata data med starknegativ korrelation.Om man med ögat försöker att anpassa en rät linje till punkterna i �guren,så bör man få något i stil med y = 10� 5x.3.2 Korrelation (s 103-111)De�nition 1 (s 106) Pearsons korrelationskoe�ient ärr = SxypSxxSyydär Sxx = Pi(xi � �x)2Syy = Pi(yi � �y)2Sxy = Pi(xi � �x)(yi � �y)Observera att x-observationernas varians ärs2 = 1n� 1Sxx



Bivariata datamängder oh fördelningar sida 3Vi har redan sett att (n� 1)s2 =Xi x2i � n�x2Vi har alltså att Sxx =Xi x2i � n�x2Analogt kan man visa att Syy =Xi y2i � n�y2oh att Sxy =Xi xiyi � n�x�yObservera att1. r beror ej av sorten2. r är symmetrisk i x oh y3. �1 � r � 14. r2 är ett mått på graden av linjärt samband5. r2 = 1 , punkterna ligger på en rät linje3.6 Joint distributions (s 144-149)Handlar mest om två-dimensionella (bivariata) fördelningar.De�nition 2a (s 144) En bivariat massfunktion p(x; y) ska uppfylla1. p(x; y) � 0 8x; y2. Px;y p(x; y) = 1De�nition 2b En bivariat täthet f(x; y) ska uppfylla1. f(x; y) � 0 8x; y



Bivariata datamängder oh fördelningar sida 42. RRRR f(x; y) dydx = 1Teoretiska proportioner (sannolikheter) beräknas medelst summering i detdiskreta fallet oh integrering i det kontinuerliga fallet. (Analogt med denunivariata (en-dimensionella) teorin).Exempel 3.19 (s 144-145) A ertain market has both an express hekoutregister and a superexpress register. Let x denote the number of ustomersqueueing at the express register at a partiular weekday time and let y denotethe number of ustomers in the line at the superexpress register at that sametime. The joint probability mass funtion p(x; y) is given in the followingtable. y0 1 2 30 :08 :07 :04 :001 :06 :15 :05 :04x 2 :05 :04 :10 :063 :00 :01 :05 :064 :00 :01 :05 :06Kalla motsvarande stokastiska variabler för X oh Y . Dåp(x; y) = P (X = x; Y = y)Beräkna1. P (X = Y )2. P (X + Y = 2)3. pX(1) = P (X = 1)Räkna ut P (X = Y ) = p(0; 0) + p(1; 1) + p(2; 2) + p(3; 3) = 0:39Räkna ut P (X + Y = 2) = p(2; 0) + p(1; 1) + p(0; 2) = 0:24Räkna utpX(1) = P (X = 1) = p(1; 0) + p(1; 1) + p(1; 2) + p(1; 3) = 0:30



Bivariata datamängder oh fördelningar sida 5Generalisera till marginalfördelningarnapX(x) = P (X = x) = p(x; 0) + p(x; 1) + p(x; 2) + p(x; 3)för x = 0; 1; 2; 3; 4 ohpY (y) = P (Y = y) = p(0; y) + p(1; y) + p(2; y) + p(3; y) + p(4; y)för y = 0; 1; 2; 3.Allmänt gäller i det diskreta fallet att de s k marginalfördelningarna (d.v.sfördelningarna för marginalerna X resp Y ) de�nieras oh beräknas enligtpX(x) = P (X = x) =Xy P (X = x; Y = y) =Xy p(x; y)samt pY (y) = P (Y = y) =Xx P (X = x; Y = y) =Xx p(x; y)där p(x; y) är den bivariata (två-dimensionella) massfunktionen.I det kontinuerliga fallet gäller analogtfX(x) = ZRf(x; y) dyoh fY (y) = ZRf(x; y) dxdär f(x; y) är den bivariata (två-dimensionella) tätheten.De�nition 3 (s 146) Kovariansen mellan x oh y är i det kontinuerliga falletovxy = ZRZR(x� �x)(y � �y)f(x; y) dydxDen normerade kovariansen � = ovxy�x�ykallas för korrelationskoe�ienten.Korrelationskoe�ienten � är den teoretiska motsvarigheten till Pearsons kor-relationskoe�ient r oh den uppfyller liknande egenskaper.



Bivariata datamängder oh fördelningar sida 6Notera att ovxy = ZRZR(x� �x)(y � �y)f(x; y) dydx= ZRZR (xy � �xy � x�y + �x�y) f(x; y) dydx= ZRZR xyf(x; y) dydx� �x�y= �xy � �x�yProdukten xy är ju en variabel om x oh y är det. Man kan visa att�xy = ZRZR xyf(x; y) dydxRent allmänt gäller att bokens betekningar är dåliga. Bäst är att hela tideninföra stokastiska variabler oh betekna dem med stora bokstäver X, Y , Z,et. Istället för ovxy skriver vi Cov[X; Y ℄ oh vi noterar att dubbelintegralenovan är ett väntevärde. Vi kan då skrivaCov[X; Y ℄ = E [(X � E[X℄)(Y � E[Y ℄)℄Bra att känna till, men inget som vi ska gå närmare inpå i denna kurs äratt väntevärdet är en linjär operator. Detta innebär att följande kalkyl ärmatematiskt korrekt:Cov[X; Y ℄ = E [(X � E[X℄)(Y � E[Y ℄)℄= E [XY �XE[Y ℄� Y E[X℄ + E[X℄ � E[Y ℄℄= E[XY ℄� E[Y ℄ � E[X℄� E[X℄ �E[Y ℄ + E [E[X℄ � E[Y ℄℄= E[XY ℄� E[X℄ � E[Y ℄Jämför med uträkningen av ovxy på OH 6.Vi ser okså att Cov[X;X℄ = E �(X � E[X℄)2� = Var[X℄
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Exempel 1 (s 146-147) Bivariata normalfördelningen är det kanske vikti-gaste exemplet på en �erdimensionell fördelning:f(x; y) = 12��x�yp1� �2 e� 12(1��2)�(x��x�x )2�2�(x��x�x )� y��y�y �+� y��y�y �2�För parametern � gäller att �1 < � < 1, oh man kan visa att omX oh Y ärbivariat normala med fördelning enl ovan, så är deras korrelationskoe�ientlika med �.Den bivariata normalfördelningen kan beteknasN(�1; �2; �1; �2; �)Korrelationskoe�ienten � är ett mått på sambandet mellanX oh Y . Noteraatt om � = 0, så faktoriseras f(x; y) i två univariata tätheter, enligtf(x; y) = 12��x�yp1� �2 e� 12(1��2)�(x��x�x )2�2�( x��x�x )� y��y�y �+� y��y�y �2�= 1p2��x e� 12(x��x�x )2 1p2��y e� 12� y��y�y �2= f1(x)f2(y)Man inser att f1(x)måste varaX:s täthet oh analogt att f2(y) är Y :s täthet.Oberoende (s 148)Tillbaka till den allmänna teorin.Ett viktigt speialfall uppkommer då täthets- eller massfunktionen kan fak-toriseras i en faktor som bara innehåller x oh en annan som bara innehållery: f(x; y) = f1(x)f2(y)p(x; y) = p1(x)p2(y)Detta är fallet då variablerna ej har något samband. Man säger då att de äroberoende.



Bivariata datamängder oh fördelningar sida 8Antag att vi studerar två variabler x oh y med bivariat täthetsfunktionf(x; y) oh har fått reda på utfallet av den ena, säg x. Låt X oh Y varamotsvarande stokastiska variabler. Känt är att X = x. Om variablerna äroberoende, så säger detta inget om Y :s utfall. Men om X oh Y är beroende,så �nns det information om Y :s utfall i faktumet att X �k utfallet x.Om vi inte utnyttjar kunskapen att X = x inträ�at, så är Y :s marginalför-delning lika med fY (y) = ZRf(x; y) dxenlig vad vi tidigare sagt. Se OH 5.Om vi utnyttjar att X = x, så kan man räkna ut Y :s betingade täthet, givetatt X = x, så här: fY jX=x(yjx) = f(x; y)fX(x)Kolla själva att oberoende innebär att den betingade tätheten ej beror av xoh att då är fY jX=x(yjx) = fY (y)Exempel 2 (s 146-147) Vi ser att om X; Y är bivariat normalfördelade medkorrelationskoe�ient �, så gäller att X oh Y är oberoende då � = 0.Läs själva om fallet med �er än två variabler på sida 148-149.



Insamlande av data sida 1Matematisk statistik VFöreläsningsantekningarTommy Norberg16 mars 2005F4b: Ch 4 Obtaining dataNykelord: slumpmässigt stikprov, population, noggranhet, preisionAntag att vi i n st mätningar av variabeln x har erhållit observationernax1; : : : ; xnFör att den statistiska analysen ska bli bra är det viktigt att observationernaär � oberoende� likafördeladeOberoende betyder att resultatet från ett av försöken ej får lov att påverkanågot annat.Likafördelade betyder helt enkelt att man observerar samma variabel x. Påengelska uttryker man ofta detta genom att säga att observationerna är frånsamma population.Observera att n-tippeln x1; : : : ; xn i sig själv är en variabel, som kan obser-veras genom att vi upprepade (säg m) gånger observerar x1; : : : ; xn:försök observa-nr tioner1 x11; : : : ; x1n2 x21; : : : ; x2n...m xm1; : : : ; xmnSå vi kan tänka oss att x1; : : : ; xn har en (multivariat) täthet eller mass-funktion f(x1; : : : ; xn). Att x1; : : : ; xn är oberoende betyder helt enkelt dåatt f(x1; : : : ; xn) = f1(x1) � : : : � fn(xn)



Insamlande av data sida 2där fi(xi) är den (marginal-) täthet eller massfunktion som beskriver xi:sfördelning. Att de är likafördelade betyder attf1(x) = f2(x) = � � � = fn(x)oh att de har samma fördelning som x betyder attfi(x) = f(x) för i = 1; : : : ; nSåledes gäller om x1; : : : ; xn är oberoende oh likafördelade observationer avvariabeln x, att den multivariata tätheten som beskriver utfallen av n-tippelnx1; : : : ; xn är lika med produkten av de univariata, d.v.s.f(x1; : : : ; xn) = f(x1) � : : : � f(xn) = nYi=1 f(xi)De statistiska analysmetoder vi ska lära oss förutsätter oberoende oh lika-fördelade observationer. När man har sådana säger man ofta att det är ett(slumpmässigt) stikprov (�random sample� på engelska).Antag nu att de n observationerna x1; : : : ; xn är oberoende oh likafördelademätningar av någon fysikalisk storhet �. Kalla variabeln vi mäter för x ohlåt �x resp. �x vara x:s väntevärde oh standardavvikelse.De�nition 4 (s 173) Mätmetoden säges vara mer eller mindre noggrann(�aurate�) beroende på hur stor di�erensen ���x är. Maximal noggranhethar vi då � = �x. Vi säger då att metoden är väntevärdesriktig (�unbiased�).De�nition 5 (s 174) Mätmetoden säges vara mer eller mindre preis (�pre-ise�) beroende på hur stor standardavvikelsen �x är. Ju mindre �x är, destopreisare är mätmetoden.


