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I figuren nedan visas en simulering av bivariata
normalférdelade data x,y med vintevirden

e =1, py=>5
och standardavvikelser
o, =03, o,=158
samt ]\'(7\"}\['i}lﬂﬁ(“,ﬂ

cov,, = —0.45

Scatter plot of 25 bivariate normal data points

" Theoretical correlation: ~0.949
Empirical correlation: ~0.942

[ il

Figur 1: En s k skatter-plott med simulerade bivariata data
med stark negativ korrelation.
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Definition 1 (s 106) Pearsons korrelationskoefficient ir

Say

dér

Observera att
1. r beror €] av sorten
2. r ar symmetrisk i z och y
3.-1<r<1
4. 7% 41 ett matt pa graden av linjéirt samband

5. 72 = 1 <> punkterna ligger pa en rit linje
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Definition 2a (s 144) En bivariat massfunktion p(z,y) ska
uppfylla
1 p(z,y) >0Va,y

2.3, ,p(@y) =1

Definition 2b En bivariat tithet f(z,y) ska uppfylla
L flz,y) 20Vz,y
2. fRfR flz,y)dydz =1

Teoretiska proportioner (sannolikheter) beriknas medelst
summering i det diskreta fallet och integrering i det
kontinuerliga fallet. (Analogt med den univariata
(en-dimensionella) teorin).
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Exempel 3.19 (s 144-145) A certain market has both an
express checkout register and a superexpress register. Let x
denote the number of customers queueing at the express
register at a particular weekday time and let y denote the
number of customers in the line at the superexpress register at
that same time. The joint probability mass function p(z,y) is
given in the following table.

Kalla motsvarande stokastiska variabler fér X och Y. Da
plz,y)=P(X =2,Y =y)
Berikna
1. P(X =Y)
2.P(X+Y =2)
3. px(1) = P(X = 1)
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Allmint giller i det diskreta fallet att de s k
marginalférdelningarna (d.v.s fordelningarna fér marginalerna
X resp Y') definieras och beriiknas enligt

px(z)=P(X =z)= ZP(X =z,Y=y) = Zp(z,y)
samt

) =PV =y) =Y P(X =2,V =y) =Y plr.y)

dar p(z,y) dr den bivariata (tvi-dimensionella)
massfunktionen.

I det kontinuerliga fallet giller analogt

fx(z) = /nf(r,y) dy

och X
#rt0) = [ 1o o

dir f(z,y) ir den bivariata (tva-dimensionella) titheten.
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Definition 3 (s 146) Kovariansen mellan = och y ér i det
kontinuerliga fallet

00V = / / (2 = 1)y — ) (2, ) dyda

Den normerade kovariansen
oV,
7,0,
kallas for korrelationskoefficienten.

Korrelationskoefficienten p ér den teoretiska motsvarigheten
till Pearsons korrelationskoefficient 7 och den uppfyller
liknande egenskaper.

Notera att

covyy = / | / (& — )y — ) f (2, ) dydz

/ / (#y ey wpy+ pepy) f2,y) dyde
JRJR

//-Tyf(m,y) dydz — i,
RJR

= Hay = Hafly

Produkten zy dr ju en variabel om x och y ér det. Man kan

visa att
/tl-;/://zyf(z,y) dydz
RJR
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Rent allmént giller att bokens beteckningar ér daliga. Bést dr
att hela tiden inféra stokastiska variabler och beteckna dem
med stora bokstiver X, Y, 7, etc. Tstillet for cov,, skriver vi
Cov[X, Y] ach vi noterar att dubbelintegralen ovan ir ett
vantevirde. Vi kan da skriva

Cov[X, Y] = E[(X = BIX))(Y — E[Y])]
Bra att kiinna till, men inget som vi ska g& ndrmare inpa i

denna kurs dr att vinteviirdet dr en linjar operator. Detta
innebér att foljande kalkyl 4r matematiskt korrekt:

Cov[X,Y]=E[(X EX])Y  EN])]
= E|XY - XE[Y]|-YE|X|+ E[X]- E[Y]]
=E[XY]|-E)Y]-EX|—E[X -E[Y + E|[E[X]|-E|Y]]
= E[XY] - E[X]- E[Y]
Jamfor med utrékningen av cov,, pa OH 6.

Vi ser ocksa att

Cov[X, X] = E [(X — E[X])?] = Var[X]
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Exempel 1 (s 146-147) Bivariata normalférdelningen ir det
kanske viktigaste exemplet pi en flerdimensionell férdelning:

fog) = L ) e () (5]
' 2no.0y\/1 = p

2

Fér parametern p giller att —1 < p < 1, och man kan visa att
om X och Y &r bivariat normala med fordelning enl ovan, s
ar deras korrelationskoefficient lika med p.

Den bivariata normalférdelningen kan hetecknas
N(pu1, pa, 71,03, p)

Korrelationskoefficienten p ér ett matt pa sambandet mellan
X och Y. Notera att om p = 0, s faktoriseras f(z,y) i tva
univariata titheter, enligt

Fog)e L w5 ()]
’ 2770'10'1/\/1sz
Loy L )

= e
V2ro, \/ﬁay

= hi(@)f>(y)
Man inser att fi(z) méaste vara X:s tithet och analogt att
fo(y) dir Vs tiithet.
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Tillbaka till den allmédnna teorin.

Ett viktigt specialfall uppkommer da téthets- eller
massfunktionen kan faktoriseras i en faktor som bara
innehaller # och en annan som bara innehaller y:

f(zsll) = fl(@fz(.l/)
plz,y) = pr(z)pa(y)

Detta ér fallet da variablerna ej har nagot samband. Man
sager da att de dr oberoende.
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Antag att vi studerar tva variabler 2 och y med bivariat
tiathetsfunktion f(z,y) och har fatt reda pa utfallet av den
ena, sig z. Lat X och Y vara motsvarande stokastiska
variabler. Kint dr att X = 2. Om variablerna dr oberoende, sa
siiger detta inget om Y':s utfall. Men om X och Y ér beroende,
sa finns det information om Y:s utfall i faktumet att X fick
utfallet z.

Om vi inte utnyttjar kunskapen att X = z intréiffat, sa ar Y's
marginalférdelning lika med

h@-é%@ﬁ

enlig vad vi tidigare sagt. Se OH 5.

Om vi utnyttjar att X = z, s kan man rikna ut Y:s
ithet, givet att X =

betingade s hér:

f)’\,\’—.r(y‘l) = f/\i(z!/))

Kolla sjilva att oberoende innebér att den betingade téitheten
ej beror av z och att da ar

Ty x=(ylz) = fr(y)

F4b: Insamlande av data OH 11
Antag att viin st métningar av variabeln z har erhallit

observationerna

For att den st
observationerna dr

atistiska analysen ska bli bra dr det viktigt att

e oberoende

o likaférdelade
Oberoende hetyder att resultatet fran ett av forsoken ej far lov
att paverka nagot annat.

Likafirdelade betyder helt enkelt att man observerar samma
variabel z. Pa engelska uttrycker man ofta detta genom att
séga att observationerna ér fran samma population.
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Observera att n-tippeln zy, ..., Z, 1 sig sjilv dr en variabel,
som kan observeras genom att vi upprepade (siig m) génger
observerar xy, ..., Ty

forsok | observa-

nr tioner

1 Tifyee. Tip
2 Topy ..y Loy
m Tty s Tmn

Sa vi kan tinka oss att 1, ..., z, har en (multivariat) tithet
eller massfunktion f(zq,...,z,). Att z1,..., 2, dr oberoende
betyder helt enkelt da att

flan ) = filan) o ful)

) ér den (marginal-) tithet eller massfunktion som

dir fi(:

beskriver z;:s fordelning. Att de dr likafordelade betyder att
fiz) = fo(z) = = ful(a)
och att de har samma fordelning som 2 betyder att

filz) = f(z) for i=1,...)n

Saledes géller om xq, ..., x, dr oberoende och likafordelade

observationer av variabeln z, att den multivariata téitheten
som beskriver utfallen av n-tippeln 4, ..., z, ir lika med
produkten av de univariata, d.v.s.

n

fla, . ooyan) = flo) oo fla,) = Hf(.’r[)

i—1
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De statistiska analysmetoder vi ska ldra oss forutsitter
oberoende och likafordelade observationer. Nar man har

sidana siiger man ofta att det &r ett (slumpméssigt) stickprov

("random sample” pa engelska).

Antag nu att de n observationerna 1, ..., x, ir oberoende

och likafordelade métningar av niagon fysikalisk storhet 6.
Kalla variabeln vi miter for z och lat p, resp. o, vara z:s
vintevirde och standardavvikelse.

Definition 4 (s 173) Miitmetoden siiges vara mer eller mindre
noggrann ("accurate”) beroende pa hur stor differensen 6 — i,
ar. Maximal noggranhet har vi da § — p,. Vi siger da att
metoden dr vintevirdesriktig ("unbiased”).

Definition 5 (s 174) Mitmetoden séiges vara mer eller mindre

precis ("precise”) beroende pa hur stor standardavvikelsen o,
ar. Ju mindre o, dr, desto precisare &r miatmetoden.
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Nyckelord i kursdelen

Pearsons korrelationskoefficient

Bivariata tétheter och massfunktioner
Marginaltédtheter och -massfunktioner
Kovarians och korrelation

Bivariat normalférdelning N(p1, puo; 01, 09, p)
Oheroende variabler

Betingade massfunktioner och tdtheter
Oberoende och likaférdelade métningar

Vintevirdesriktighet




