F5-F6: Sannolikheter OH 1

Ett slumpmissigt forsok dr den ram vi ligger runt vara
sannolikhetsberéikningar. Vi observerar wariabler men det vi
riknar ut sannolikheter fér dr hindelser. En hindelse ("event”)
ar nagot som antingen intréffar eller inte intriffar da vi utfor
ett slumpmissigt forsok. Ofta anviinder vi ordet utfall
("sample point, outcome”) for resultatet av ett slumpméssigt
forsok. Mingden av alla majliga utfall kallar vi for forsokets
utfallsrum ("sample space”). Det dr inget annat én variabelns
virdeméngd.

Tink dig att du utfor ett slumpméssigt forsok som bestar i att
observera en variabel z. Nér du gjort forsoket har du erhéllit
ett utfall som vi ocksa kallar z. Téanker du géra fler forsok, sa
ar det naturligt att 1ata z; beteckna det forsta
forsoksresultatet, zo det andra, etc. Lat X vara motsvarande
stokastiska variabel.

Variabeln  kan egentligen vara av vilken matematisk typ som
helst, men vi ska tinka oss den reellvird. Utfallsrummet ar da
en delméngd av eller hela R. Lat A C R. Utsagan X € A ir
en hindelse, ty efter det att forscket har utforts vet vi om
forsoksresultatet (dess utfall) z tillhér A eller ej. Alla
héndelser kan kopplas ihop med en mingd A pa detta siitt.

Ofta studeras endast en variahel. D? den ofta underforstadd

och man skriver A for hindelsen och siger att A intréiffar
istéllet for X € A.
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Ténk dig nu att vi ska utfora ett slumpméssigt forsok. Det kan
vara allt ifran att man observerar hur manga fgg ett visst
svalpar ldgger i boet till en avancerad mitning av mingden
ozon i luften vi andas..

Utfallsrummet S dr mingden av alla méjliga forsoksresultat.
Elementen x i S kallas for utfall. Si x &r variabeln vi miter
och till den hér en stokastisk variabel X. Delméngderna

A, B, ... till S kallas for hindelser. Hindelsen A utlises ” A
intréffar”. Den kan ocksé skrivas X € A eller z € A.

Sannolikheten att A intréffar skrives
P(A) eller P(X € A) eller P(z € A).
Léat A, B vara héndelser. D& betecknar
AN B hiindelsen "A och B”
AU B hiindelsen " A eller B”
A eller A’ hiindelsen "icke-A”
Dessutom definierar vi
A\ B = An B" (utlises A minus B eller A men ¢j B)
AAB = A\ BU B\ A (symmetriska differensen)

Observera att AAB intriiffar om, och endast om, exakt en av
hiindelserna A och B intriffar.
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Hindelserna A och B siigs vara dmsesidigt uteslutande eller
disjunkta, om

ANB=10

Héndelserna Ay, ..., A, partitionerar en hindelse B, om
n
BclJa
i=1

och

ANA=0da i#j

Istéllet for partitionerar kan man siga delar in i disjunkta eller

omsesidigt uteslutande delar.
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Exempel 1 Fororenad mark. Lat y vara koncentrationen av
négon giftig tungmetall. Lat x vara resultatet av en mitning
av y.

Marken betraktas som fororenad om y > ¢, dir ¢ ar ett av
myndigheterna specificerat kritiskt viirde. Denna hindelse
hetecknas C.

Lét d vara den s k detekteringsnivin (obs att typiskt dr
d +# ¢). Handelsen z > d betecknas D.
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Sannolikhetsaxiomen (s 190-191)

Lat A, B vara tva godtyckliga hindelser i utfallsrummet S. D&
1L0< P(A)<1
2. P(S) =1

3. P(AUB) = P(A)+ P(B) om A, B ir 6msesidigt
uteslutande

Sats 1: P(A\ B) = P(A) — P(AN B)
Foljd 1: P(0) =0

Foljd 2: P(A") = 1 — P(A)

Foljd 3: AC B = P(A) < P(B)

Sats 2: P(AU B) = P(A) + P(B) — P(AN B)
Foljd 1: P(AUB) < P(A) + P(B)
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Exempel 2 Fororenad mark (forts)
Antag P(C') = 0.8, P(D)=0.74 och P(C N D) =0.72.
Beriikna

1. P(CUD)
2. P(C\ D)
3. P(D\C)
4. P(CAD)
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Den betingade sannolikheten for A givet B, ér
P(A B) - P(ANB)
P(B)
Observera att

P(ANB) = P(A)P(B|A) = P(B)P(A

B)

Hindelserna A och B siigs vara oberoende, om
P(ANB) = P(A)- P(B)
Observera att A, B dr oberoende om, och endast om,

P(A|B) = P(A)
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Exempel 3-5 Fororenad mark (forts)

Beriikna och skriv ut i figuren ovan sannolikheterna
P(D|C), P(D'|C), P(D|C") och P(D'|C").
Skriv dven in i figuren sannolikheterna
P(C) och P(C").

Beriikna sedan sannolikheterna
P(C|D) och P(C|D").
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TLagen om total sannolikhet: Lat Ay, ..., A, partitionera
utfallsrummet S. Da giller

P(B) = P(4)P(B|A)

Bayes formel: Under samma forutsittningar som i lagen om
total sannolikhet, géller
P(A)P(B 4))

PIAIB) = = ) Pl A

I exemplet med férorenad mark, noterar vi att hindelserna
C och ¢’
partitionerar utfallsrummet. Bayes formel ger att
PC)P(DIC)
P(C)P(D|C)+ P(C")P(D|C")
0809  0m
0.8-09+02-0.1 0.72+0.02

P(C|D) =

=0.973
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Exempel 5.10 (s 207) Lat 7" vara livstiden for en produkt.
Funktionen
R(t)=P(T > t)

kallas for produktens dverlevnadsfunktion. Vintevirdet
pnr = E[T)

kallas ofta fér "mean time to failure” (MTTF) eller f6r"mean
time between failures” (MTBF). For en exponentialfordelad
variabel géller att Gverlevnadsfunktionen ar

R(t) :/ e Mdp=...=e M
'
och att MTTF &r
> 1
E[T]:/ 2Xe Mdp == —
0 A

Exempel 6 Grinsvirdet
 P(T<t+hT>t) f()
h(t) = lim ——————— = —=
(t) = Jim, h R()
kallas for felintensiteten. For en exponentialférdelad variabel
géller att felintensiteten Ar konstant, ty

e M

h(t) =

Man kan visa att om felintensiteten dr konstant, si maste
variabeln vara exponentialférdelad.

Py,
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Lat zy, ..., z, vara ett stickprov pa (den stokastiska) variabeln
z. D& ér alltsi 4,. .., 2, oberoende observationer av .
Definition 1 (s 214) Reellviirda funktioner av ett stickprov
kallar vi stickprovsvariabler (statistikor).

Stickprovsvariabler anviinds fér att dra slutsatser om s
fordelning.

Exempel 7 Proportionen observationer i ett intervall,
medelvirdet, medianen, standardavvikelsen, IQR, undre och
dvre kvartilen, alla évriga kvantiler (percentiler).

Definition 2 (s 215) Stickprovsvariabler ér stokastiska
variabler, si de har fordelningar. Pa engelska sidger man ofta
"sampling distribution” for att gora tydligt att det ar
fordelningen fér en stickprovsvariabel som avses.

Niér vi riknar teoretiskt pa stickprov ar det praktiskt att
anvinda stora bokstéver for de stokastiska variablerna och sma
for deras utfall. Vi skriver alltsa i fortsdttningen Xy,..., X,
for stickprovet och medelvirdet betecknar vi X. Vi later S?
beteckna stickprovets varians och s? motsv. empiriska
(uppmiitta, experimentella) virde.
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Sats 1 (s 220) Lat Xy, ..., X, vara ett stickprov av den
stokastiska variabeln X med vintevirde p och varians 2. Da
géller for medelviirdet X att

EX] = n
o2

Var[X] = —
n

Saledes dr
P o
oy =4/Var|X| = —
NG
Denna storhet kallas i engelsksprakig litteratur for "standard
error”. Pi svenska skulle man kunna siiga standardfel eller

standardosikerhet.

Sats 2 (s 221) Om X ir normalférdelad med parametrar p
och o, si ir X normalférdelad med parametrar g och o /y/n.

Sats 3 Centrala grinsvirdessatsen (s 222) Om X ej ir
normalférdelad, s ér inda fordelningen for medelvirdet X ir
approximativt normalférdelad med parametrar p och o/\/n
forutsatt att antalet observationer n &r tillréckligt stort.
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Sats 4 (s 225) Om X antar viirdet 1 med sannolikheten p och
0 med sannolikheten 1 — p, si géller

n=EX]=p
0% = Var[X] = p(1 — p)

Sats 5 (s 226) For relativa frekvensen f/n giller att
vintevirdet dr

Elf/n]=p
och att variansen ar

varlf /] - 222

Sats 6 Da antalet observationer n dr stort, si ar relativa
frekvensen f/n approximativt normalférdelad med parametrar

p ach \/p(1 = p)/n.
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Exempel 8 EC inbjuder till vadslagning och séger: Jag ska
singla det hiir myntet 100 ginger. Det dr helt symmetriskt.
Titta girna pa det. Om du vill att vi ska singla ett annat

mynt, sa
2 kr emot, pa att jag far 40 - 60 klave. Antar du vadet?

ar det helt ok for mig. Jag satsar 10 kr om du satsar

Hemovning 1 Om du satsar 2 kr, hur mycket tycker du att
EC ska satsa for att vadet ska bli rittvist?
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Nyckelord i kursdelen

Utfallsrum for ett slumpmissigt forsok, handelse, utfall
Variabler och stokastiska variabler

Sannolikheter

Omsesidigt uteslutande (disjunkta) héndelser, partition
Betingad sannolikhet

Oberoende

Venn- och tréddiagram

Lagen om total sannolikhet och Bayes formel
Stickprovsvariabler

Xi,..., X, oberoende N(g, o)-variabler = X ~ N(u,0/\/n)

X1,..., X, oberoende och likafordelade med vintevirde g och
standardavvikelse o = X % N(u,a//n) (cgs)




