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F8-F9: Ch 7 Skattningsteori

Nyckelord: punkskattning, vintevirdesriktighet, konsistens, konfidensinter-
vall, t-fordelningen, prediktionsintervall

Citat ur Devore & Farnum, s 271.

The general objective of statistical inference is to use sample in-
formation as a basis for drawing various types of conclusions.
In an estimation problem, we want to make an educated guess
about the value of some population characteristic or parameter,
such as the population mean battery lifetime p, the proportion 7
of all components of a certain type that need service while under
warranty, or the difference p; — ps between the population mean
lifetimes for two different types of batteries. The simplest type of
estimate is a point estimate, a single number that represents our
best guess for the value of the parameter. Thus we might report
a point estimate of 758 hours for the population mean lifetime of
all brand X 100-watt lightbulbs; we are not saying that y = 758,
only that sample data suggests 758 as a very plausible value for

L.

7.1 Punktskattning (s 272-275)

Vi ska tdnka oss att vi har en parameter, #, som vi ir intresserade utav, och
att vi har observationer xq,...,x, av en variabel x, som vi vill anvinda till
att skatta eller gora en begavad gissning av #:s virde. Vi later X beteckna
motsvarande stokastiska variabel, och antar att den har vintevirdet p och
standardavvikelsen o.

I det som foljer kommer vi alltsomoftast tyst utga ifran att matmetodiken ar
vintevardesriktig, d.v.s. att § = p. Da later vi istéllet p beteckna parametern
vi observerar.
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Vi ska dven studera observationsmetodikens precision. I sadana fall fokuserar
vi intresset pa variansen o2 och/eller standardavvikelsen o.

Exempel 1 Vi méter en teknisk storhet (hallfasthet, strickgrins, e dyl) som
vi just nu kan kalla y, och antar att variabeln vi observerar, x, &r normalf6r-
delad med parametrar p och okdnd standardavvikelse o. Detta innebédr att
vi tanker oss att

rT=Uu+e€

dér e ar felet i en enskild métning.

Exempel 2 Vi vill bestimma en viss métutrustnings noggranhet, sa vi méter
pa en "normal” som vi vet dr g enheter stor. Vi skulle kunna anta att variabeln
vi observerar, x, ir normalfordelad med parametrar p och o.

Exempel 3 Vi vill bestaimma olycksfrekvensen fér en viss typ av vigavsnitt
i Sverige. Den hir typen av vigar ar relativt vanlig, sa det kostar for mycket
att analysera alla. Darfor véljer man ut n st och bestammer fér var och
en av dessa frekvensen olyckor under mars manad ett visst ar. Har kan det
vara rimligt att tdnka sig att variabeln vi méter, x, &r Poissonférdelad med
parameter A (enhet: olyckor/méanad). Uppgiften &r att bestimma A med sa
stor noggranhet som mojligt.

Exempel 4 Vi vill bestimma vérdet av sannolikheten p = P(A) att en viss
hindelse A intriaffar da vi gor ett slumpmaéssigt forsok. Vi utfor darfor n
oberoende upprepningar av forsoket och later z; = 1 om A intraffar i det i:te
forsdket och 0 annars.

Definition 1 (s 272) En punktskattning av en parameter ¢ &r ett reellt tal
0, berdknat ur data x4, ..., x,, som vi kan anvinda som en (mer eller mindre
begavad) gissning av #:s vérde.

En punktskattning 6 &r alltsa en funktion av observationerna. Detta bety-
der att den ar en stokastisk variabel. Man brukar kalla sadana stokastiska
variabler som beror av ett stickprov for stickprovsvariabler.

Definition 2 (s 274) En punktskattning § av @ iir véintevirdesriktig ("unbi-
ased”) om

Elf] =0



F8-F9: Skattningsteori sida 3

Definition 3 (s 275) En punktskattning 0 av 6 ir konsistent, om

P(lf—6]>¢) =0 da n— oo

Hér tdnker man sig att man, for varje n, har ett stickprov av storleken n, ur
vilket man berdknar skattningen 6.

Man kan visa att punktskattningen 0 av 0 ir konsistent, om dess varians gar
mot noll da antalet observationer gar mot odndligheten, d v s om

~

Var[f] -0 da n — o

Exempel 5 Medelvirdet x dr en vintevirdesriktig och konsistent skattning
av vintevirdet p, ty

Elz] = p

och

Att Var[z] = 0?/n — 0 innebér alltsi att
P(IX — | >¢€) =0

da n — oo for varje € > 0. Men €/d-jargon fran matematiken géller alltsa for
alla € > 0 och for varje 6 > 0 att det finns ett heltal ny, sadant att

n>ny = P(X —pul>e)<§

Alltsa, vill vi ha ett maximalt absolut fel € > 0, sa kan vi for hur litet 6 > 0
som helst forsakra oss om att

PIX —pl < >1-5

om bara antalet observationer ar tillrickligt manga. En svarighet ar att det
ar sillan som man pa forhand vet hur manga obserevationer man behéver
gora.

Exempel 6 Stickprovsvariansen s dr en skattning av variansen o2 och s ér
en skattning av o. Senare i kursen ska vi se s? #r vintevirdesriktig, och vi
noterar redan nu att s ej ar det.
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7.2-7.3 Konfidensintervall (stora stickprov) (s 276-282,
285-291)

Vi borjar med fallet da vi har n oberoende métningar x4, . .., x, av en variabel
x och vi ar intresserade utav z:s vintevirde p och vi later o beteckna x:s
standardavvikelse.

Vi punktskattar p vintevirdesriktigt och konsistent med medelvardet z. Allt-
sa,

=7
Vi ska nu se hur vi kan m.h.a. centrala gransvirdessatsen dra slutsaser om
hur bra var punktskattning av p ir.

Vi noterar forst att enl cgs dr medelviardet & approximativt normalfordelat
med parametrar p och o/+/n. Approximationen blir béttre ju fler observa-
tioner som gors. Man bor nog ha minst ca 30 observationer.

Vi ska ga igenom ett antal faktarutor i laroboken.
Den forsta faktarutan ger formeln for ett konfidensintervall fér 4 med den

approximativa konfidensgraden 95%. Har ar 2, = 1.96 ~ 2.

(Sida 278) Konfidensintervall for ;1 med approximativ konfidensgrad
95%
pw=1+1.96s/\/n

Regeln forutsitter att n > 30.

Vi generaliserar nu detta resonemang till godtyckliga konfidensgrader.

(Sida 281) Konfidensintervall for ;1 med approximativ konfidensgrad
90%, 95% eller 99%
p==1r+z.5/v/n

dar z, = 1.645, 1.96 eller 2.575 beroende pa om konfidensgraden ar 90%, 95%
eller 99%. Regeln forutsatter att n > 30.

Proportioner dr ju ocksa medelvirden, sa resonemanget fungerar dven for
dem. Byt ut medelviardet & mot relativa frekvensen f/n. Observera att
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och att ; ;
fq -1
SQ/TL% 7"( ")

n

Nu boér vi kunna forsta faktaruta pa s 286 langst ned.

(Sida 286) Konfidensintervall for p med approximativ konfidensgrad
90%, 95% eller 99%

p=pEz./p(1—p)/n
dér p = f/n ar relativa frekvensen och z. = 1.645,1.96 eller 2.575 beroende

pa om konfidensgraden ar 90%, 95% eller 99%. Regeln ska endast anvindas
da man dr hyfsat 6vertygad om att bade np > 5 och att n(1 — p) > 5 géller.

Vi generaliserar nu resonemanget till en situation dar vi har tva stickprov
och vi ar intresserade utav differensen av vantevardena.

Stickprov nr 1 bestar av n; métningar av en variabel med vintevirde g
och standardavvikelse o;. Stickprovets medelvirde betecknas Z; och dess
standardavvikelse s;. Analoga beteckningar har vi for stickprov nr 2.

(Sida 289) Fakta om fordelningen fér en differens av medelviirden
1. E[Xl — Xg] = M1 — M2

2 2
2. Var[Xl - Xg} == ﬁ + 2
nq Uy

3. X; — X, dr normalférdelad om de tva stickproven bestar av normalfor-
delade observationer

4. X, — X, dr approximativt normalférdelad om stickprovsstorlekarna
nq, Ny €j ar for sma

(Sida 290) Konfidensintervall for en differens av viintevirden

. st | 8
1 — o =Ty — To £ 2.\ — + —
nq N9y

dar z. = 1.645,1.96 eller 2.575 beroende pa om konfidensgraden &ar approxi-
mativt 90%, 95% eller 99%.
Glom inte av att stickprovsstorlekarna ej far vara for sma.
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7.4-7.5 Konfidensintervall i normalférdelningsmodellen (s 294-
299, 302-306)

Sats 1 (s 294) Om vart stickprov bestar av normalfordelade observationer,
sa ar det standardiserade medelvardet,

_ X

7 =
o/n

exakt normalférdelat med parametrar 0 och 1. Om man i det byter den
teoretiska standardavvikelsen 0 mot den uppmaétta s, och far

X —
T=2_"F
s/n

har vi istéllet en ¢t-fordelad variabel med n — 1 frihetsgrader.

Obs. att for fixt x > 0 géller att
Pl(—x<Z<z)<P(—e <T <z)\P(—x<Z<x)

da antalet observationer n — oo. Hérur f6ljer att om z, och t,(n—1) uppfyller
P(Z > z,) = P(T > to(n — 1)) = a, sa giller att

Za <ta(n—1)\y 24
da n — oo.
(sida 296) Konfidensintervall for ; med exakt konfidensgrad 1 — «
p==T+tas/Vn

dar to)o uppfyller P(T' > to)2) = a/2 for T ~ t(n — 1). Hér forutsitts att
stickprovet bestar av N(u, o)-fordelade observationer.

Sats 2 (s 298) Antag att T, s vara medelvirde och standardavvikelse av n
oberoende observationer xi,...,z, av X ~ N(u,0). Lat X, vara nésta
annu ej sedda observation. Da

Xpp — @

sv/1+1/n e

Ty~ t(n—1)
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(Sida 298) Prediktionsintervall Givet att de n forsta observationerna &r
L1y ..., Ty, giller

P (2 tappsy/T+ 1/ < Xpir <7+ apsy/T+1/n) =1 a

Léas ej avsnittet om toleransintervall.

(Sida 303) Tvastickprovsfallet

Sats 3 Lat z1,s; och sy, sy vara medelvirde och standardavvikelse av tva
oberoende stickprov av storlekarna ny resp. ny av X7 ~ N(uq,07) och Xy ~
N(po, 02). Da géller att

t =

Ty — Ta — (:u1 - MQ) ?\I} t(V)
2 2
/$t/ny + s5/ns

dar ) )
ST/m1 + s55/n9

(A1) (53]m)

’I’Ll—l 7’1,2—2

| Z

(avrunda nedat). Harur foljer att

M1 — M2 = —5:2:|:ta/2\/s%/n1+83/n2

ar ett konfidensintervall for differensen g7 — o med den approximativa kon-
fidensgraden 1 — .

(Sida 305) Parade (bivariata) data

Lat d, s4 beteckna medelviirde och standardavvikelse for ett stickprov besta-
ende av n N-fordelade differenser D = X — Y. Da ar

fta = d xtass sa/vn

ett konfidensintervall for py = pux — py med konfidensgraden 1 — a. Antalet
frihetsgrader i ¢,/ 4r n — 1.
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7.6 Mer skattningsteori (s 309-313)

I detta avsnittet laser vi bara om

Trolighetsmetoden ("Maximum likelihood estimation”) (s 309-313)

Exempel 7.16 (s 311) 12 st livstider

10502 9560 11671 12825 8987 7924
9508 8875 14439 11320 6549 10654

Modell: exponentialférdelning med parameter .
Problem: Skatta .

Teoretisk 16sning: Antag att du har n oberoende observationer t¢q,...,¢, av
T ~ Exp(A). Exponentialférdelningens tathetsfunktion &r
flt)=2xe* >0

Det foljer att stickprovets tathet ar
flty, .. ty) = Hf(ti) — H/\emi e it

Observera att nu har vi observerat tq,...,t,, sa ovanstaende tathet beror
bara av A, som ar okidnd. Stickprovets trolighetsfunktion eller bara trolighet
ar

L()\) = \te™ il
Observera att detta dr en funktion av A.
ML-skattningen (trolighetsskattningen, "mazimum likelihood-skattningen”) av
A dir det viirde A som maximerar troligheten L(A). Man brukar skriva

\ = arg max L(\)

Léser man detta maximeringsproblem erhalls

~ 1
)\:t
t

I Exponentialfordelningsmodellen giller alltsa att ML-skattningen av A\ ar
ett genom medelvirdet.
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Losning av problemet: Vi har n = 12 observationer. Deras medelvirde &r
t = 10234.5, sd ML-skattningen av A blir A = 1/10234.5 ~ 9.771 x 107°.

Kontroll av modellen: Vi plottar det ordnade stickprovet normaliserat mot
motsv. kvantiler i Exp(1)-fordelningen och erhaller

QQ-plot
Data fran ex 7.16 i D&F
35 T T
3r i
25 i

Empiriska normerade kvantiler

0.5

| | | |
0 0.5 1 15 2 25 3 35
Teoretiska Exp(1)-kvantiler

Exp-fordelningen verkar inte vara nagon bra modell for data i detta exempel.

ML-metoden

Du har n oberoende observationer zi,...,x, av en stokastisk variabel X,
vars téathet eller massfunktion &r f(z|f) (6 ar en en- eller fler-dimensionell
parameter och var uppgift ar att skatta 9 = h(#).

1) Bilda trolighetsfunktionen
L) = [ f(:l6)

2) Maximera denna, d.v.s. sok

0 = arg max L(0)
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3) ML-skattningen av ¢ ar
v = h(0)
4) Tips: Lat £(f) = In L(f). Da géller att
0 = arg max L(6)

Det &r i allménhet betydligt enklare att maximera £(6).

5) Glom inte att kontrollera modellen, t.ex. genom att plotta de empiriska
kvantilerna mot de teoretiska.

ML-skattningens egenskaper (s 313)

e For large n, the sampling distribution of an MLE is approximately
normal, and the estimator is nearly unbiased with a variance smaller
than any other estimator.

Exempel 7 Om det vi méter, x, 4r Bernoulliférdelat med parameter p, sa
ar ML-skattningen av p, lika med p =Y. 2;/n = 7.



