
���������	�
������	����
������������
������������������������� ���"!#�$������� �
�
%'&����)(+*,&���-.�����
/ �	����,0�1�1�2

3.46587:9�;=<=>65@?A9)4

BC�A�'�&��D�E���F��&����	�����G-���H������@�
���I�J����LK
�@� ���F����H���M��NH���:���	�
�����	�
������,��#������O�����
���

P�Q �������&������NR��A��������N������� ���
0 Q ���H���S���&TM����������
2 Q O�#�
����O������E���H�������M��������
BC�"�VUW������������	��MI�XM��������YRI����M������J&��Z�������&������NR��A���-[�"�����"S�S[�A� Q �����=U\K��J�������

����]&���M���� �������
�_^
��M`�&��a�����I�
b�	�"M`�������&������NR��"�����cUW���)���`RI����M�������+d)e'^$�����
�"�
��$����^���6f	g\hjiF���������)fEklhnm Q:o �pRI�
��M�������+�
�)�IK���&��X�&��a��� ���������"�q��� �����
rG���)�"�������
���N���j��� �����
rG���sMIK6�E�
�Y�����J�"���_t\���H���STuOvwUW�������� Q

BC�A�,���x^
����M������wS������ ������ �,�
���y�#�������b����X�
���J�	���z�����y�"���JUW��������	�.^$�����
�"�x�E���
�����{&�-�����O^������|RNH���H�^$��MI�p�"���Y��� �#���jRI�
��M�������"�Y��� ������r}���E���������z��~"eJ�K`UW&����z�E���
O��H�M��"�����=�IK
��&��zUW�"��&��������C^$�����
�"�=���H���S[�"�{�S.�����
�z������&���� Q BC�"�Y�S[�"�����+���������
��&�����&����	���cO��H�M��"�����)�IK���&��)�K������S[�"�����&����A���)���������������������)�����������IK���&
�)�K
��^
����!"�������n�&��ZRNH��L���=^$���n�
�N�����"JS�����L��H�� ��H��������
�,S�K6-.�������� Q

������� K
�������"��&���RNH��j�E�
���	�"M���&���������	�������������
&��b-���������������R�&�S�RI����M���������
&$!#R�RNH��z�	���������N�I���EUW����� �������&������NR��"������UW����M��"����&��b-������"����M���RI����M��"��������
�����������y��^6RI����M�����������I�)�	���	O�#���O�#��M��C����M Q$� ���x���	hD&$!#Rz���
����^
K_RI����M���������
�K������=�	���=M��"�I���������XRI����M��"����������

� ��!#����u�h�t\h����N�����
rG���s��� �����I-.�"����!#�N�I��,&�U����6hn�x�"�����"�shn��v

� h�&$!#RV��tW-IK�MI�XRI����M�����������I�6��� �����
r}�
����-.�"����!#�N�I��n&�U��#�Xh �Y�Xv

� h��"�������L��t\������O�L���V��^+RI����M�����������I����� ������r}���"��-.�"����!#�N�I��n&�U��#�bh|¡V�bv
¢F���������L�E�
�z��������^+�������&������NR��A�������I�

f	g\h�iA£¤f	g¥�biA£¤f	g\h�&$!#RV�XiA£�f	g\h��"�������J�Xi

P



�KE�����]�	���������N�I�EH��CM����]U ~�����M��)� R��	M���������O������H���M�������� ����M���UW&����������=UW���
��M�M�������&��+��^=�������&������NR��A�����

fEgWhji � fEg\�Xi�� f	g\h��������"�J�Xi � f	g\h�&$!#RV�Xi t P v

ds���n&���M��"�N���������sUW������#KXM��"���I�XUW&��������}���J�"���,� ^=M������	K������z����MY�NH������� Q
��-�������MV^��"�j�	�����
���n���]R�����M��"����)� ��� �����
rG�
��e �����V����N�I���n����UW&����	�
����&��=&��

RNH���H�^$��MI�b�"�=�����I���+R�����M��"����jh ��� �����
r}���x�"�����"�x��~ Q ���K�M����I�b�� ��HI������&������w�����+M��"�
^
�����]S������ ������ �	�
���n~�&�-�-I������Mp-.�"������� ��M��+�������&������$R��"���"� Q �V���pM��"�I�����������XM��"�
-.�"������� �
M���J�������&������NR��A�����=UW���Jh���� ^��A�C�	eI�����

f	g\h��l�Xi�� fEgWh�&T!#RY�Xi
f	g¥�Xi t 0�v

� � f	g\h�� �Xi	�� f	g\hji�eI�K	������C�A���C-[�"��&$����M��_�	�"�������=h &$!#R��Ee &$!#R]�E�
�V��������
�
���Lh &T!#RY� ����
������
��������F&��

fEgWh�&T!#RV�Xi�� f	g\h�i�f	g¥�Xi t¥2 v

¢,&��b-����������=t¥2 vx����Mct 0�vx&$!#RY��&����N��H�M������	�����L&�-.����&T�"��M��F��������-I���

f	g\h�� �Xi�� f	g\h�i
f	g¥��� hji�� f	g¥�Xi

�I&��������}t P v:UW��� ��M�M�� ����&��X��^X��
����&������NR��"����� �
&��b-�����������M6�	�"M6M��"�I��������&����"�Yt 0�v
��^�-.�"���������������c����M����E�������,����^
����M����q����� exM ~�H�S{&T!#R��"��������� �=�E�
�����	�
������q����&���� e
����M ^T�����
���q�	���c�����c�������Y^��������I�"��-I�
���VUW����H���������"����"�_&�� ���H���S�UW�"��&������ Q ds���
&���M���� �������
�jUW����O�#K=&T!#R �$H����I���
�N^
����MI�Y����&�������UW���F-[�A���������������=�KV�&�� M��"� �_�A�
H������O(T!#�N,���s��(��",UW&����	�"�

fEgWh�� �Xi�� fEgWhjiOfEg\��� h�i
f	g\h�i�f	g¥��� hji � fEgW��!#����u�h�i�f	g¥��� ��!#����u h�i t / v

���JM�����UW���J�A���n��^+�NH��������,M��"���	K�� Q

BC�"�+�	�"��J������MI�b���H��	S��	&$M��������"�	�
�xUW������&$M����������6��&����E�
��UW����M���������������� Q BC�"�+s�
��&����	����UW����M���������������NH��O^��
�}eT����^��"�Y� ^

� g��[i�� ��  "!$#&%('*),+-'/.1032547698:2 £<;>= ?@�A?B= tDC�v

0



−5 −4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4 5

0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

0.3

0.35

0.4

The standard normal pdf

value

de
ns

ity

������H�� P�� BC���=�������MI�
��M����������M�����&����	����UW����M��"������������NH��O^
���	R������A���b&$!#R # � � Q

���������w&���UW���y&��sRNH���SI���s����&��������F&���������H���U\�����.� ^��s���z�A���J�	�
��UW���.��� Q�� �
�������"�������
�����
	��be #
 � Q�� ��U\�
�������H�� ���jR��"����� Q BC�"�c�������MI�
��M����������M��6��&����E�
��UW����M���� u
����������$H���^
���YRI���������X&T!#R # � � Q�� �j�I��H�� P�Q*n&����	����UW����M����������������`�
�X��� ��c��&�� �����NH�������������&TM������ Q ¢F�������"����!#�N�I����M��VUW���
�
&�� �����NH��"������� �bUW����M����������������J���L�
���,�E���Y-.�����
�$�����L�������&������$R��"���"�L�	�"M�������,��� ���"�
u
���
����&�� Q �C�I����_&$!#�N�K_O��H�M�������y�)M�����$���"���_��&TM��"������� Q ¢F�������A����!#�N�I�
��M��CUW��� M������
�����
��� �������&������$R��"���"� -.�����
�$���� ����M��"���� �H����E������&�� Q�� &�����&���UW����M��������������"�X���:�"���
-����X&T!#R=^$��� �������J�A�T�"�	S.���8SIK6���YM�����N���A�n��&$M������ Q BC���Y-[�"��N��� ^$C��^zUWH����N����&������

� g��[i�� % '��
� +��� £ � ����£ � £  £������ t�� v

� ���������"�����L��� �  � Q�� ��U\���������H�� �
�! #"��%$���£ � £  £��&���(' Q���NH�������`����Y^$�y��KY��������&�� �"���)��� �#�
�w���H���S���&TM���������� Q}o ���)��^��$H�����"��XM��"� u
�	K��'���������C^$�:����E���
���	&������������E�����"�]�� ��HI������&������,�I���,^�K
���E���H���S���&TM��"�������L���
�������A^
��� �#�E��&TM����������,��^V^������$����� ����
������M���� MI���C���H���S.���]RI�
�C������!#���)UW�����H��b-I���
���N^������
�
� Q

dn�N�����=�
���j^T��RI���*)`O�F�E�
��������� ��� �,+#£������"£ ��-=��^]�"� &�-[�"�
�
�N�FO��&���R��"�.��e}MI���C^$�
^��"�n�
���L�	�
��UW�����"�=RN(NUW��
�,-����bUW���l~����J��&����E�
��UW����M���������������NH���^
����tDC�vx����M=&������ � # Q

2



�sM�����O�#�
����O������������H�������M������������=���H�M�������CRNH��,�	���V������&�� ��������S�H���� ������
���#��� �
��
��r}���J����X�"�Y-����XH�S�S�U\�������������X&�� � � s^������N�������)^��
��M��j&$!#R=R$H��,�	���+���"��&�� �
���
� ��� ���"��^
����������
���#���*�q����
rG���C����z�"��-����	H�S�S�U\�
�����������z&�� UW�"���"�C��S�H���� ������
�����������
u
�"� Q@o ������^�M��"���	K����"�]�	�"M��$H�����"�q���F�����j^$� ����+�NH����I�+���������
�	SI�6M��"���I�+����&���� �
�����H��
����&������xMIKX�E�
��^
����M��"�I�X�������
�N����J^
�����X&�-.����&T�"��M�� Q

o ���������I�
�6��^`�NH���������M������	K��x���X�
���b^$�J����]����
rG��&��X�"�|����H���M�������� �
��M��
��������N�=&�� RNH��=����
�������������`R (TS.&����������O����������=&$!#R �
�I����($������
 Q,� U��#�q�����+�E���
�I�
�	�������"�j~����6UW��������M��,�E����������� ��� Q dC� �#���b�
���xM��*)��	�
���������������I�F& ^
���z��~�&���M��"s�
O($U����b�
���n^$����E����� �q���,����������b���V�"���n���AUW��������O^��
��M�� � � Q BCK	��������"�C�	���YH�S�S]�"�
L�z��&�����R ($S.&����"

� ��� ���
� �
tW�&�� �
�J��&���S����"�	�"� ���"�J�������GM��A�n�	���+^$�����[^$���� vx&T!#RY���V��� �������I�
����^$R (TS.&�����

� + � �  � �
tW�&����
� M��"�y�E�
�6^$������S�K ^$���� v Q ��M��"�	O�#�
�����������
�F��������($��"�E��^X�	�
��^��
��M��"�I�j-�����MI���
�	���b������"�XH�S�S�U\�
������������&�� RNH���S���� &�����&������,��&�����R ($S[&���������	� � ��� Q�
 HX&�����&������ �����
� � ����e�M���O��&F����&������������y��� M��A�x��������� ���"���I�
����^��"��� +Jt\M��A���E���b^$������S�K ^$���� v ��� ���� � Q

%'����M�������&����"�����X�NH�������C���	�
���"�E�
������z����
����������=-[����~����,�	�"M]������� ~����'S[&�������&�������Tu
��&������NR��A��O����&���� e$��"MI���+UW���l~����w�"���,��^$��������sMI���s�	���z�����x����b�A���,��� �#�
�G�������MI�
��M���&
u
M��"��������UW���F&��������z�&��O���"������H��	S�UW�"��&�������&$!#R �K���^$���HT�#���F�	�����	�"Mc�
�������H�M������
O�#�
�����������E���H�������M�������� Q

�jK
���=������&�-[&��$OUW����U\�����#�
�����FBn�"^�&����� � �����NH�� RI�����"���)��&$M������I�����6H�S�S�������� Q
BC�FH���� K��s� UW��K��+M��
�#��e�M�����$HT���������JRNH��L�E�
�+�
�
�YO��H�M������6&��������)MI�
�����	������M��"�s&$!#R
����UW���J&��������b���H��	S��	&$M��������"�x�����I���YM��F� K��L�����"��&��ZM��F^$���N����� �
����F�������&������NR��A������Au
&����"�������� -����������I� Q�� ����E��&��������EO�#�
����O����� ����&������ Q�o ��&�������p�������L�
���z- ($��� �cH�S�S
�NH�������Y�N�������XMI�
���X���J�
���JM��"�L�����z^
�����b��� �#�_O^
K����,�
���sUW������#KX�
���I����s^��
��UW���y�E���
�	K�����z���
����������
���X�����N�I�]����M`�������&������NR��A���"�X&T!#R`O��H�M��"�����"���6��� �#���s��-����������u
���z���H��	S���&$M����������,�����I�����E�
���
�
� -.����~��z�	�"M O�#�
����O����� ����&������}e.�&���UW���j�	K���� �
!"��^$�����������"��~��������s�
�JM����=^$��� ����� ������j-��������Y��^+�NH������� Q


 ���6RI�
�J��&���S����A�����������L-[&��
���V�	�"M=�����F��	KXRI�
U������=&��

� �x� (������������+H�S�S.MI�
��������������^+�������&������NR��"�������
����������� ���jt\-.�"�#�
��#������O������v

� � &�����&���S���&$!��"���"��&$!#RV���$�����"�E�6���
����"�

� *nK���&��s&��Z������

/



BC�"���ERI�
U������Y�������"RIK��������J�	�
�����������G�&�� ���Y�nu �������"��~����J-.��R�� ^����C�������I�6������� e������
�&��Z��� ���_K������O�I����L�8������&�-.�$!#�������I� Q 
 ���6�
&��	�����L�����,��� ^
����MI�6�"���LUW�����"�������������Ou
SI�
�_t\�"�VM�H�-�-[�"���������E� v ������� ^��
�W~�� Q

BC�A��UW��������+RI����M������j&�� R$H����	����SIK=�"���FR ($UW��
��&�-$~��"�N����^N����
���F����� UW�����z���
�H�-$~���� ����^
�	�NH��������S[�"�C�&�� �A�TS.���������OU\�����"��R��"���I���L�E�
�V��
������
���#�	�"���������&�������u
R��A� Q Bn�"�_����M����+-[�"��N��� ^�����������&TM������'UW���j�I���j���
���������&�UW�"�6t\& ^
��������� �	RI����M��"������#v
���N�����
rG��� &$!#Rz�������"�$�����XUW��������
�����������)��^���
����&������NR��"����� UW���wRI����M���������w�&�� �����K
& ^
��������� �_�
���s^$�8�
���NHY��� ������"���L��K���&��+���N�����
rG�+tW�A�$������S[&����
����&�� v Q �yM��A�s������M�~��j����
^$�8��� ����&$M�H�!��"���X�������u�-.��������S�S[�A�n�K��&��ZM��"�,&�U����6��� ^��
��M�L�}�nu ������E�
��RI����� Q

*,(N���sUW���s�GK��s���s�
���y^T�[����X��� ^
����MI�b�"�=M�H�-�-.��� �������	�F�������.�
���s�������)&��s����H��Tu
M��"���I��� ���&��
�
�������X����bH������������ Q 
 ���_�
&����	�"�y�����y��N��� ^��F�"���x�������"�wRI�
U����n&�� M��"���#� Q

C


