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Introduktion till stokastisk simulering

Vi lar oss forst en standardmetod som alltid gar att tillimpa, men som kan vara berik-
ningsmassigt ineffektiv i vissa situationer. Sedan ska vi titta pa hur man med probabilistiska
metoder kan hantera flera viktiga specialfall.

Slumptal

Slumptal uy, us, ... genereras rekursivt i datorer av speciella programkommandon. I Matlab
tilldelar kommandot rn=rand (1,5) féltet rn en vektor bestaende av 5 st slumptal. Observera
att sekvensen i, us,... dr helt deterministisk. Den ar dock konstruerad i syfte att verka
totalt slumpméssig och sa att varje u; antar varje virde i enhetsintervallet (0,1) med lika
stor sannolikhet. Detta kan goéras mer eller mindre bra och man bér vara uppméarksam nér
man borjar arbeta i ett nytt programsprak, vars slumptalsgenerator man inte har tidigare
erfarenhet av.

Det innebér praktiskt att om man har latit sitt program generera 5 st slumptal uq, ..., us, sa
kan vi tdnka oss dem som 5 st oberoende observationer av en stokastisk variabel U, som &r
likformigt fordelad pa (0,1). Jag paminner om att U &r likformigt fordelad pa (0,1), vilket
ofta skrives U ~ U(0,1), om U:s tathetsfunktion &r

1 om O<u<l1
f(“‘){o £.5

Notera ocksa att U:s fordelningsfunktion ar

0 om u<0
Fluy=PU<u)=¢ u om 0<u<l
1 om u>1

Att uq, uy dr oberoende observationer av U ~ U(0, 1), betyder att den gemensamma tédtheten
for uy, uy faktoriseras enligt

foyos(ur, us) = fo, (ur) fu, (uz) = 1

[ situationer som denna dr det ofta enklare (och béttre) att bara skriva f(uy, uy) istéllet for
Juy v, (U1, ug), f(uy) istéllet for fi, (uy) och f(ug) istéllet for fy,(ug). Att uy, uy dr oberoende
observationer innebér da helt enkelt att

flur,uz) = f(ur) f(us)

Ett matematiskt ekvivalent sdtt att uttrycka oberoendet dr att den betingade fordelningen
for den andra, Us, givet att den forsta, Uy, erholl virdet u;, ej beror av u;. M.a.o

fUQ‘U]:u1 (Ug) = fU2 (Ug) =1 for O<uy <1



(I ord: den betingade tétheten for U,, givet att U; = wuy, beror ej av u;.) Beteckningen
JU,|0,=u, (u2) &r klumpig. Ofta &r det tydligare att istillet skriva f(us|uq) eller f(us|Uy = uy),
trots att atminstone den forst nimnda av manga matematiker anses slarvig. Att f(us|uy) €
beror av u; innebér da helt enkelt att

fluglur) = f(uz)

dér vi som ovan skrivit f(us) istéllet for det klumpigare fi, (us).

Man kan mycket vil ténka sig att tva U(0, 1)-fordelade variabler ej dr oberoende. Ett trivialt
exempel fas genom att lata U; vara U(0, 1)-fordelad och sdtta Uy = U;. Nedan foljer ett
liknande, men aningen mer komplicerat exempel pa tva beroende U(0, 1)-fordelade variabler.

Exempel 1 Antag att Uy, Us har titheten f(u,us) = 2 da 0 < uy,us < 0.5 eller 0.5 <
uy, us < 1. M.a.o., Uy, Uy ér likformigt férdelad pa unionen av de tva rektanglarna (0,0.5) x
(0,0.5) och [0.5,1) x [0.5,1). Da géller att bade U; och U, ér U(0,1). (Rita figur och ténk!)
Marginalférdelningarna dr alltsd U(0, 1). Men observera att U; och U, ej &r oberoende. Har
man observerat viardet av U; sa vet man vilken av handelserna 0 < Uy < 0.5 0ch 0.5 < U; < 1
som har intraffat. O

Ovning 1 Visa matematiskt att marginalférdelningarna for den bivariata fordelningen i ex-
emplet ovan &r just U(0,1).

Ovning 2 Lat paret Uy, U, vara likformigt fordelat pa
S =A(ur,u2) : 0 <uy, 0<ug, ug +uy <1}

Ar marginalférdelningarna U(0,1)? Ar Uy, U, oberoende?

Simulering av diskreta stokastiska variabler

Antag att X kan anta de tre virdena 1,2,3 med sannolikheterna p; = 0.25,p, = 0.40, p3 =
0.35. Vi borjar med att konstruera en stokastisk variabel med samma férdelning som X. Tag
U ~ U(0,1) och definiera
B 1 da U<0.25
X=4¢2 da 025<U<0.65
3 da U > 0.65

Att X och X har samma fordelning kan skrivas XZx.

Om u nu ar ett slumptal, sa dr u, enligt ovan, en simulerad observation av U. Men da ar ju
x, definierad av
1 da u<0.25
r=+¢ 2 da 0.25<u<0.65
3 da u>0.65
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en simulerad observation av X och ocksa av X eftersom X = X.



Om nu X allmént har utfallsrummet S = {x1, x9,...} och P(X = x;) = p;, sa kan vi simulera
en observation x av X, genom att generera ett slumptal v och lata

ry da u<p
zo da pp <u<p+po

T=N 23 da pr+pa<u<p +pr+ps

Nagot bevis av detta behovs knappast. Det récker att referera till argumentationen i special-
fallet ovan.

I nagra ovningar i detta hifte ska du ge som svar en algoritm for nagon slags stokastisk
simulering. Atminstone i en del fall &r det praktiskt att ge svaret i form av ett Matlab-
program.

Ovning 3 (a) Ge en algoritm for simulering av ett kast med en symmetrisk sex-sidig térning.
(b) Antag att tdrningen ar osymmetrisk pa ett sadant sitt att sannolikheten f6r 6:a dr forhijd
med 10% och sannolikheten for 1:a ir minskad med motsvarande belopp och évriga sidor har
oférandrade sannolikheter. Ge en algoritm for simulering av kast med en sadan tédrning.

Ovning 4 Ge en algoritm for simulering av en Bin(4,0.2)-fordelad stokastisk variabel.

Ovning 5 Ge en algoritm for simulering av en Poi(2)-férdelad stokastisk variabel.

Vissa stokastiska variabler, som de Bin(n, p)-férdelade, har en probabilistisk tolkning som man
kan anvéinda i en simulering. For att exemplifiera tekniken ska vi ge en alternativ 16sning till
ovning 4 ovan. Lat X ~ Bin(4,0.2). Da kan vi tdnka oss X som antalet lyckade forsok utav
n = 4 oberoende, dar sannolikheten for att ett visst forsok ska lyckas &r p = 0.2. Generera
4 slumptal uq,...,us och lat x vara antalet ¢ sadana att u; < p = 0.2. Da ar z en simulerad
observation av Bin(4, 0.2)-férdelningen.

Matlab-tips

I "Statistics toolbox” finns kommandon fér berdkning av de vanligaste av de diskreta mass-
och fordelningsfunktionerna. Kommandot help stats ger en férteckning Gver alla tillgdngliga
kommandon. Jag nojer mig med att nidmna har binopdf och binocdf samt poisspdf och
poisscdf, med vars hjilp man kan berikna binomial- och Poissonsannolikheter. Anvind
help-funktionen for att ta reda pa hur de ska anviindas och vad de gor.

I Matlab finns &ven kommandon f6r generering av t.ex binomialfoérdelade och Poissonférdelade
slumptal. Det dr inte meningen att man ska anviinda denna typ av kommandon i l6sningarna
till bvningarna i detta hifte. Ovningarna syftar ju till att man ska bygga upp en viss forstaelse
for hur sadana kommandon fungerar.



Simulering av kontinuerliga stokastiska variabler

Antag nu att den stokastiska variabeln X &r kontinuerligt fordelad med téthet f(x) och
fordelningsfunktion F'(z). Vi borjar med att konstatera att om X < h(U), dar U ~ U(0,1),
sa &r x = h(u) en simulerad observation av X om u &r ett slumptal.

Sambandet mellan f(z) och F(z) &r

f@) =P & F@ = [ s

Dessutom géller
F(z) = P(X <ux)

Notera att F'(z) &r strikt viixande i X:s utfallsrum. Da existerar en entydigt bestdmd invers
F~'(p) (som ibland kallas kvantilfunktionen), definierad for 0 < p < 1 av att

p=F(r) & x=F"(p)
och det géller, eftersom F'(z) ar strikt viixande och kontinuerlig, att

Flp) <z & p<F(a)

Det finns ett resultat, som ibland kallas simulerarnas huvudsats, som siager att om U ~ U(0, 1),
si foljer att den stokastiska variabeln X = F~'(U) har samma fordelning som X. Beviset
utnyttjar att utsagorna (pastiendena) F~'(p) < x och p < F(x) ar ekvivalenta och ar mycket
enkelt: B

P(X <2)=P(F'(U) <1)=P(U < F(z)) = F(v) = P(X <)
Tva variabler som har samma fordelningsfunktion har naturligtvis ocksd samma téthet. Den
senare ar ju derivatan av den forra.
Resultatet siger att om u dr ett slumptal och x = F~'(u), s dr x en simulerad observation
av den stokastiska variabeln X. Observera att x fas genom att man l6ser ekvationen u = F'(z)
for ett givet slumptal u. Ibland ar detta mycket enkelt och kan goras en gang for alla. Ibland
far man ta till numeriska I6sningsmetoder.

Exempel 2 Antag att T ~ Exp(A). Da ér T:s tdthet och fordelningsfunktion
ft)y=xe ™ for t>0

t
F(t):/)\e’\Salszl—e)‘]t for ¢t >0
0

Observera nu att )
u=F(t) & t= —Xln(l—u)

Saledes dr t = —(1/A)In(1 — u) en simulerad observation av 7" om wu #r ett slumptal. Men
notera att om wu ar ett slumptal, sa ar 1 — u det likasa. Alltsa kan vi i formeln ovan ersitta
1 — u med u, och erhaller den ur berdkningssynpunkt nagot mer ekonomiska regeln
1
t=——1Inu

A
for simulering av Exp(\). O



Ibland beh6ver man for att visa eller kanske snarare motbevisa vissa pastaenden simulera fran
en fordelning som varken har vintevirde eller varians. En sadan fordelning dr Cauchyfordel-
ningen.

Exempel 3 Den s.k Cauchyférdelningen definieras av att tdtheten ar

1

f(z)

(Cauchyfordelningen diskuteras i évning 4.22 i Milton & Arnold.) Man kan visa genom att
integrera fram fordelningsfunktionen F'(x) och invertera denna att tan ¢ dr Cauchyfordelad
om ¢ &r likformigt fordelad pa intervallet (—m /2, 7/2). Saledes géller, om u &r ett slumptal,
att

x = tan [r(u — 0.5)]

ar en simulering av en observation fran Cauchyfordelningen. OJ

Ibland gar det emellertid inte att explicit 16sa x ur v = F(z). Da far man ta till numeriska
ekvationslosningsverktyg. Ett exempel pa detta ar ndr X ar normalfordelad, ty da &r

‘ 1
ro - | g Ty

Inversen till denna funktion gar inte att explicit berdkna, men det ar naturligtvis inget problem

u = /T 1 e*(y*u)Z/szdy

V2T o

att numeriskt 16sa = ur

for slumptal u. Matlab har ett kommando som heter norminv som gor just detta. Att det
finns andra enklare satt att simulera normalfordelade observationer aterkommer vi till.

De flesta slumptalsgeneratorer behover initieras. Man har da mdjlighet att antingen ge ett
forutbestamt s.k fro ("seed” pa engelska). Fordelen med detta &r att man ska kunna upprepa
en simulering och fa exakt samma resultat. En andra mojlighet ar att ge ett totalt slump-
méssing fro. Det bor man gora vid produktionskorning, men det kan vara en god idé att
spara froet, sa att korningen kan goras om. I Matlab kan man ge ett slumpméssigt fro sa hér:
seed=sum(100*clock); rand(’state’,seed);.

Ovning 6 Den s.k Paretoférdelningen anviinds ofta av forsikringsbolag. Den parametriseras
nagot olika i olika sammanhang. I nagot har jag valt att parametrisera den sa att tiatheten

blir
-1 @
f(z) = a <i> for x > xr

xrr xrr

dér zp > 0 och o > —1. Harled en algoritm for simulering av observationer av stokastiska
variabler med denna téithet.

Ovning 7 Den s.k generaliserade Paretoférdelning har fordelningsfunktionen

x\ x
F(m):1—<1+'y—> for = > 0 sadana att 1 +~v— >0
o o
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For parametrarna o (som ger skalan) och v (som ger fordelningens form) géller
0>0, —co<y<o0

Observera att da v = 0 &r F(z) = 1 — lim, (1 +yz/0)~"/7 =1 — e %/? for > 0. Det ir
bara da v < 0 som kravet 1+~2/0 > 0 innebér en begransning. Da géller att en generaliserad
Paretovariabel har utfallsrummet 0 < © < —o/v. Annars ar utfallsrummet = > 0. Hérled en
algoritm for simulering av observationer fran den generaliserade Paretofordelningen.

Simulering av oberoende observationer

Antag att vi ska simulera n oberoende observationer av en stokastisk variabel X med téthet
(eller massfunktion) f(z) och férdelningsfunktion

x
P = [ 1@
—oc
Da genererar vi helt enkelt n slumptal u; och léser x; ur
Da ar xq,...,x, simulerade oberoende observationer av X.

Ovning 8 Skriv en algoritm (eller ett Matlab-program) for simulering av n oberoende ob-
servationer av en Exp(\)-variabel.

Ovning 9 Skriv en algoritm (eller ett Matlab-program) for simulering av oberoende obser-
vationer xy, s, ... av en Exp(A)-variabel, som avbryts da > | x; > 1 forsta gangen.

Simulering av beroende observationer

Lat f(z,y) vara en bivariat tiathet for de tva kontinuerliga stokastiska variablerna X och Y.
Definiera
f(z,y)

f(@)

flylz) =

dar -
f(x) = / f () dy

Da ar f(y|x) ar den betingade tétheten for y givet att X = x (f(x) ar X:s téthet). Mot-
svarande fordelningsfunktioner ska vi beteckna F(y|z). Lat dessutom F(z) beteckna X:s
fordelningsfunktion.

Borja simuleringen av det bivariata paret X, Y med att simulera en observation x av X. Enligt
vad som sagts ovan gors detta genom att vi genererar ett slumptal u och I6ser 2 ur ekvationen
u = F(x). Nu kan vi ténka oss att vi vet att X = z och Y:s betingade tiathet &r da f(y|z).
Simulerar vi en observation y fran denna téthet, sa foljer att x, y dr en simulerad observation
av X,Y. Detta sker genom att vi genererar ytterligare ett slumptal v och sedan l6ser y ur
ekvationen v = F(y|z).



Alltsa: vid simulering av tva stokastiska variabler X,Y, generera tva slumptal u,v och 16s
forst z ur u = F(z) och sedan y ur v = F(y|x).

Antag nu att f(z,y,z) ar tithet for trippeln XY, Z. Vi bildar forst X, Y:s gemensamma
tathet

Fy) = / ey 2)de

Sedan bildar vi den betingade férdelningen for YV, givat att X =z, Y =y, enligt

flx,y, 2)
f(z,y)

Lat F'(z|x,y) vara motsvarande fordelningsfunktion. Ska vi simulera en observation av trippeln
X,Y, Z borjar vi med att generera tva slumptal u, v och rdkna fram z,y enligt ovan. Sedan
genererar vi ytterligare ett slumptal w och léser z ur ekvationen w = F(z|x,y). Da &r trippeln
x,1, z en simulerad observation av X,Y, 7.

fzlz,y) =

Alltsa: vid simulering av tre stokastiska variabler X,Y, 7, generera tre slumptal u, v, w och
16s forst « ur u = F(z), sedan y ur v = F(y|x) och till sist z ur w = F(z|z,y).

Medelst iterering av ovanstaende kan man simulera beroende observationer fran fler &n 3
stokastiska variabler.

Probabilistiska metoder

Ovan har vi lart oss generell metod att simulera oberoende savil som beroende observationer
av slumpmassiga fenomen. Nu ska vi titta pa nagra speciella situationer.

Simulering av X ~ Bin(n,p)

Vi kan tinka oss att X dr antalet lyckade utav n oberoende forsok, dér varje forsok lyckas med
sannolikheten p. Generera n slumptal uq, ..., u,. Antalet i sddana att u; < p ar en simulerad
observation av Bin(n, p)-fordelningen.

Simulering av X ~ Geo(p)

Generera succesivt slumptal u;. Sluta da u; < p intraffar for forsta gangen. Antalet genererade
slumptal u; &r en simulerad observation av Geo(p)-fordelningen.

Simulering av X ~ Poi()\)

Beriikna successivt x; = —Inw;, dir uy, us, ... ir slumptal. Sluta da > x; > X for fors-
ta gangen. J.f.r 6vning 9. Om n ar antalet genererade slumptal, sa d&r n — 1 en simulerad
observation av Poi(]).

Simulering av X ~ N(u, 0)
Anvind Box-Mullers metod, som séger att z7, 2o, givna av

21 = v/ —21Inwu; cos 2muy
29 = v/—2Inwu; sin 2wug
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kan betraktas som tva oberoende observationer av N(0, 1) om uy, us &r slumptal. Da ar z; =
i+ o0z och x9 = u+ 029 en simulering av tva oberoende observationer av N(u, o).

Box-Muller visade att tva stokastiska variabler XY &r oberoende N(0, 1)-férdelade om, och
endast om, motsvarande vektors ldngd

R=vX2+Y?

och vinkel mot X-axeln

X
= ‘tan —
¢ = arctan v

ar oberoende och sadana att ¢ ar U[0, 27)-fordelad medan R:s tithet &r
Fry=re? for r>0

Genom att simulera en observation r = \/—2Inu; av R och en oberoende observation 2wus av
¢ och ga fran polira koordinater (r, ¢) till kartesiska (z,y) far vi da enl Box-Mullers resultat
att x,y dr tva oberoende observationer fran N(0, 1)-fordelningen.

Simulering av X ~ LN(y, o)

Anvénd att X ~ LN(u,0) om, och endast om, Y = In X ~ N(u, o). Sa simulera en observation
y av Y, t.ex m.h.a Box-Mullers metod (se ovan), och lat x = €Y. Da &r z en simulerad
observation av X ~ LN(u, o).

Simulering av X, Xy ~ N(u1, p12; 01, 09, p)
Anvind Box-Mullers metod (se ovan) for att simulera tva oberoende observationer z;, zy av

N(0,1), d.v.s, lat
21 = vV —2Inwu; cos2mus
29 = v/—2Inwu; sin 2wug

dar uq, us ar slumptal. Bilda sedan
T1 = p1 + 012

Ty = flg + 09 (P21+\/1—P222)

Da &r xq1, 29 en simulerad observation av N(uq, ug; 01,09, p). Se 6vning 10 nedan. Observera
att —1 < p < 1 och att det ar bara da p = 0 som observationerna ar oberoende. Observera
ocksa att observationerna &r linjart beroende ifall p = £1.

évning 10 Visa att om Z;, Zy &r N(0, 1) och oberoende, sa ar paret X, X,, givet av

Xy = +oZ
Xy = pg +09p Zy + 020/1 — p? 7

N(p1, po; 01, 09, p)-fordelat. (Ledning: Linjarkombinationer av oberoende normalférdelade va-
riabler dr normalfordelade.)



Ovning 11 Visa att om Xy, Xy ~ N(py, pio; 01, 09, p), sd ir Zy, Z,, givna av

X, —
7, = 1~ M
01
Z, — 1 <X2—M2pX1—N1>
V31— p? 09 lof

standardiserat normalférdelade och oberoende. (Ledning: Linjarkombinationer av X;, X, &r
normalfordelade.)
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Svar eller 16sningar till vissa 6vningar

1) Av symmetrin foljer att U; 2L U,. Den forras tithet ir f(uy) f f(uq, u9) dug. Om
0 < uy < 0.5 far vi att f(uy) = _f00'52du2 = 1 och om 0.5 < u; < 1 far vi istéllet f(uq) =
f01.5 2dug = 1. Viser att f(u;) =1 for 0 < uy < 1, vilket visar att U; ~ U(0, 1).

2) Marginal fordelningarna ar ej U(0,1), Uy, Us &r ej oberoende.

3) (a) @ = [6u — 1], dér [y] betyder heltalsdelen av y. (b) Tex z =1 < u < 9/60, x = 6
©9/60<u<20/60=2/61=3c2/6<u<3/6r=4c3/6<u<4/6z=5c
4/6 <u<5/6,2=6<%< u>5/6.

4) Bin(4,0.2) har massfunktionen p(k) = 4!/(k!(4 — k)!) 0.2 0.84% for k = 0,1,2,3,4. Lat
z=0dau<p0)=0.4096, x =1 da 0.4096 < u < p(0) + p(1) = 0.8192, x = 2 d& 0.8192 <
u < p(0) +p(1) + p(2) = 0.9728, 2 = 3 da 0.9728 < u < p(0) + p(1) + p(2) + p(3) = 0.9984
och z =4 da u > 0.9984.

5) Poi(2) har massfunktionen p(k) = e 22%/k! for k = 0,1,.... Om vi ndjer oss med 4
decimalers noggranhet blir algoritmen: Lat = 0 da v < p(0) = 1353, x = 1 da 0.1353 <
u < p(0) +p(1) = 04060, = = 2 da 04060 < u < Y7 p(i) = 0.6767, & = 3 da 0.6767 <
w< 3 p(i) = 0.8571, & = 4 di 0.8571 < u < 37 ") = 0.9473, 1 — 5 di 0.9473 <
w < Y5, pli) = 0.9834, v = 6 da 0.9834 < u < 57, p(7) = 09955, & = 7 di 0.9955 < u <
ST (i) = 0.9989, z = 8 da 0.9989 < u < 3% p(i) = 0.9998, z = 9 da 0.9998 < u <=
1.0000. Denna algoritm har en 6ppenbar nackdel.

—Q
.. . .. . . . T ol o —a
6) Paretofdrdelningens férdelningsfunktion ar F(z) = [ %— (%) de = 1 — (x/xp)™®
for & > zp. Lat u beteckna ett slumptal. Loser vi ut x ur u = F(z), sa far vi att z =

zr(1 — u)~ /(@1 och precis som for exponentialférdelningen kan vi byta 1 — u mot u och
erhaller x = zpu (1.

Nax=o(u?—1)/y

10) Enligt ledningen &r paret X, Xy N-fordelat. Notera nu att F[X | = E[u1 + 0171 = 1 +
o1E[Z1] = py och E[Xy| = Elus+0o9p Z1409+\/1 — p? Zy| = ps+0o9pE[Z1]|+09\/1 — p?E[Zs] =
[to. Variablerna har alltsa ritt vintevirden. Att de har rédtt standardavvikelser ser vi ur
Var[X;] = Var[,u] + 0172y = Var|owZ,] = 01 2Var[Z,] = 0% och Var[X,] = Var[,ug +o9p 7y +

o9\/ 1 — p? Zs] = Var| 02p Zl—i—am/l — 272 = Var [02p 71|+ Var[og\/1 — p? Zs] = o2 p*Var[Z,]+

os(1 = p )Var[ZQ] = o3p* + 03(1 — p %) = Och att deras korrelation dr p ser vi ur
Kov[ X1, Xo] = E[(X) — u1)(Xo — po)] = E[01Z1 oap 7y + 09\/1 — p2 Zs)| = o109pE[Z}] +
o109/ 1 — p?E[7Z17Z5] = o109p ty E[Z175] = E[7Z1]E[Z5] = 0.

11) Enligt ledningen &r paret Z;, Z, N-fordelat. Att visa att E[Z,] = E[Z,] = 0, Var[Z,] =
Var|[Z,] = 1 och Kov[Zy, Zs] = 0 (vilket medfor p = 0) Gverlates at lasaren.
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