Stokastisk simulering OH 1

Slumptal genereras i datorer

De ska efterlikna oberoende observationer fran
U(0, 1)-fordelningen

Hir &r resultatet av Matlab-kommandot rand(1,5)
0.6227 0.9203 0.2867 0.2944 0.3899

Detta ir en simulering av 5 oberoende observationer av U(0, 1)

Hér &r resultatet av floor (2*rand(1,15))
110110011 111101

Detta ar en simulering av 15 oberoende slantsinglingar med ett

symmetriskt mynt

Hér ar resultatet av ceil (6*rand(1,10))
1344645313

Detta &r en simulering av 10 oberoende kast med en symmetrisk
tarning

Stokastisk simulering OH 2

Algoritm for simulering av ett kast med en symmetrisk tdrning

1. Generera ett slumptal u

2. Lat
r=1 om u<1/6
z=2 om 1/6<u<2/6
z=3 om 2/6<u<3/6
=4 om 3/6 <u<4/6
r=5 om 4/6 <u<5/6
z=06 om 5/6<u

Stokastisk simulering OH 3

Lat z vara resultatet av ett forsok och antag att motsv
slumpvariabel X har sannolikhetsfordelningen

z 1 2 3
p(z) 0.3 05 0.2
Algoritm for generering av en observation z av X
1. Generera ett slumptal u

2. Lat
=1 om u<0.3

z=2 om 03<u<08
z=3 om 08<u

Stokastisk simulering OH 4
Simulering av hin(4, 0.2)

Sannolikhetsfordelning
T 0 1 2 3 4
p(z) 0.4096 0.4096 0.1536 0.0256 0.0016
Algoritm
1. Generera ett slumptal u
2. Lat
=0 om u < 0.4096
z=1 om 04096 < u < 0.8192
r=2 om 0.8192 < u < 0.9728
r=3 om 09728 < u < 0.9984
r=4 om 0.9984 < u
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Simulering av N(10,2.5)

Algoritm
1. Generera ett slumptal u

2. Los 2 ur ekvationen

u= /j fly)dy

dar f(y) ar N(10, 2.5)-tdtheten

Stokastisk simulering OH 6

Simulering av en kontinuerlig slumpvariabel med tithet f(z)

Lt Fa) = [ fw)dy
Om mdjligt, bilda F:s invers F~'.
Skriv déirvid om uttrycket u = F(x) pa formen z = F~'(u)
Algoritm

1. Generera ett slumptal u

2. Bilda z = F Y(u). Om detta e gar, 16s ut = ur u = F(z)

med numeriska ekvationslosningsmetoder

Bevis

U = F(X) ar U(0, 1)-fordelad, ty

P(U <u)=P(F(X)<u)
=P(X<FYu)=F(F'(u)=u
Men U = F(X) & X = F-1(U) VSV

Att F~Y(U) har samma férdelning som X, kallas ibland for
simulerarnas huvudsats.

Stokastisk simulering OH 7
Simulering av exp(\)
Titheten ar f(z) = Ae * for 2 > 0
Saledes ir fordelningsfunktionen
z
F(z) = / e Mdy=1—¢™
Jo
Vi loser z ur u = F(z) och far
1
= —In(l u
Th W)
Saledes ar
1
r=—-——In(l-u
5 In1 =)
en simulerad observation av exp(A) om w ér ett slumptal.

Men om w &r ett slumptal, sa ar &ven 1 — u det, och vi kan

darfor lika girna anviinda regeln
1
r=——1Inu
A

vid simulering av exp(\)

Stokastisk simulering OH 8
Simulering av Par(zp, a)

Denna fordelning har fordelningsfunktionen
s\ @
Flz)=1— (I—T) for = > zr
z

Hér ar x4 > 0 och a > 0.

Vi l6ser ut  ur sambandet

och erhaller

wi/a

for slumptal u
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Simulering av oberoende observationer av en fordelning

Bilda helt enkelt slumptal w1, uy, . .. och omvandla vart och ett
till motsv z-virde

Om vi till exempel vill simulera n = 5 oberoende
exp(1/10)-observationer, si kan vi i Matlah exekvera scriptet
u=rand(1,5);

x=-10%1og(u)
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Simulering av bin(4, 0.2) med en probabilistisk metod

Lat X anta vérdet 1 med sannolikheten p = 0.2 och 0 med
sannolikheten 1 — p = 0.8
Simulera n = 4 oberoende observationer av X

T, T, T3, T4

och bilda deras summa y = Y, z;

Da blir y en simulerad observation av bin(4, 0.2)

Analogt kan man for givet antal forsok n och
lyckandesannolikhet p, simulera fram antalet lyckade f6rsok
genom att simulera varje forsok for sig och rikna efter hur
manga som lyckades
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Simulering av N(0, 1) med Box-Mullers metod

Box-Muller visade att tva stokastiska variabler XY ar
oberoende och N(0, 1)-férdelade om, och endast om,
motsvarande vektors lingd

R=VX2+Y?
och vinkel mot X-axeln
X
p = arctan —
¢ Y
ar oberoende och sadana att ¢ ar U0, 27)-fordelad medan R:s
fordelning dr definierad av téatheten
209 g
flr)=re™/? for r>0
Genom att simulera en observation r = /—2Inwu; av R och en

oberoende observation ¢ = 27uy fran UJ0, 27)-fordelningen och
ga fran poldra (r, ¢) till kartesiska koordinater (z,y) enligt

T = TCoSP
y=rsing

far vi, enl Box-Mullers resultat, att z,y ar tva oberoende
observationer fran N(0, 1)-férdelningen

Ovning: Visa sjilv att F(r) = 1 —e ™/2 for r > 0 och att
ekvationen u = e "/? Ioses av r — V=2 u.
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Simulering av N(u, o)

Borja med att simulera en observation z fran
N(0, 1)-férdelningen. Anvénd limpligen Box-Mullers metod.
Bilda sedan z = p + oz.

Simulering av LN(p, o)

Borja med att simulera en observation y = p + oz fran
N(p. o)-fordelningen. Bilda sedan 2 = ¢V




