F1-F2: Data och fordelningar OH 1

Definition 1 (s 3-4) En variabel r nigot vi miter eller
observerar i ett (eller flera) forsék. Devore & Farnum anvinder
smé bokstéver, t ex z,y, z, for att beteckna olika variabler.

Exempel 1 z skulle kunna vara en nyexaminerad
civilingenjors kon, y antalet garantireparationer for ett visst
bilmérke, z hallfastheten hos en viss typ av vajrar, ¢t en
konstruktions livstid, etc.

Exempel 2 (s 4) En bilforséljare siljer bilar med manuell
(M) eller automatisk (A) vaxellada. De 10 senast salda bilarna
var av typ:

M, A A A M, A A M, A A

Detta &r ett exempel pa en kategorisk dataméngd. Variabeln
som observeras kan bara anta de tva kategoriska virdena M
och A.

Exempel 3 (s 4) Man har métt upp livstiden pa 8 batterier
av en viss typ och fatt:

5.6, 5.1, 6.2, 6.0, 5.8, 6.5, 5.8, 5.5
Detta &r ett exempel pa en numerisk dataméngd. Variabeln

som studeras kan i princip anta alla icke-negativa reella viarden.

I bada exemplena ovan r dataméngderna univariata
(en-dimensionella).
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Bivariata (tva-dimensionella) dataméngder erhélls nér man
samtidigt méter eller observerar tva variabler.

Multivariate (flerdimensionella) dataméngder erhélls nér man
samtidigt méter eller observerar tre eller flera variabler.

Exempel 4 Man miter lingd z (i cm) och vikt y (i kg) pa
spelarna i sektionens innebandylag:

(165,73), (182,79), ..., (172,75)

Detta ér en bivariat dataméngd. Antag att man dven
observerar spelarens kén. Da skulle det kunna se ut si hér:

(K,165,73), (M,182,79), ..., (M,172,75)

Detta &r en multivariat datamingd, som ar blandat kategorisk
och numerisk.

Definition 2 (s 11) En variabel r kategorisk om dess
virdeméngd &r icke-reell och &ndlig. Den &r diskret om
virdeférradet ér en dndlig eller upprékneligt oéndlig méngd av
reella tal. Den &r kontinuerlig om den kan anta alla véarden i
ett eller flera intervall av reella tal.
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Diskreta variabler uppkommer néstan alltid i forsok dar nagot
raknas.

Exempel 5a Under juni manad ar 2006 kommer
trestegshopparen NN att deltaga i 7 internationella tévlingar.
Antalet ganger NN hoppar minst 17.00 meter dr en diskret
variabel, eftersom de mdéjliga utfallen ar 0,1,...,7.

Exempel 5b Antalet cykelolyckor utmed Vasagatan en viss
manad dr en diskret variabel, eftersom dess mdjliga utfall &r
0,1,2,....

Mitresultat ar ofta kontinuerliga.

Exempel 6a En vitskas pH-virde ar en kontinuerlig variabel,
eftersom pH-vérdet i princip kan vara vilket tal som helst i
intervallet (0,14).

Exempel 6b Koncentrationen (i mg/m?) av en viss
tungmetall i ett jordprov &r en kontinuerlig variabel, eftersom
utfallsrummet i princip &r hela Ry = [0, 00).

Exempel 6¢ Differensen i blodets kolesterolhalt fore och efter
en viss behandling dr en kontinuerlig stokastisk variabel. Det
r naturligt att som utfallsrum f6r detta experiment vilja hela
R = (—00,00), trots att det ju finns en naturligt undre grins
for differensen Kolesterolhalten kan ju inte sjunka langre &n till
noll och den kan ju inte vara hur hg som helst. Men hur hog
kan den bli?
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Definition 3 (s 12) Histogram for kategoriska (eller diskreta)
data. Lat kategorierna vara ay, . .., ar. Antag att du har fy
observationer av kategori ag, fi observationer av kategori ay,
etc, och att totala antalet observationer ar n. Obs att

n= fo+ fi+...+ fr. Ett histogram &r ett stapeldiagram dér
hojden av stapeln ovanfdr ag dr proportionell mot fo/n,
héjden av stapeln ovanfér a; dr proportionell mot fi/n, etc.

I histogrammet nedan &r de respektive hojderna lika med fp,
/i, ete.

Figur: Histogram 6ver antalet olyckor per manad.
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Definition 4 (s 14) Partitionera (dela in) utfallsrummet for
variabeln som observeras:

Tog< T < Ty < ... < Tp
Vi antar att klassbredderna &r lika:

L1 —Tg=Ty—T1=...= T — T_1

Lat fi vara antalet observationer i [z, 1], f2 vara antalet
observationer (z1, 2], etc, och 1at n = fi + fo+ ...+ fi vara
totala antalet observationer. Avsitt ovanfor intervallet [z, z1]
en stapel med hjden fi/n, ovanfor intervallet [z, zo] en
stapel med hojden fo/n, etc. D4 far du ett histogram for
kontinuerliga data med lika klassbredd.

Figur: Histogram 6ver IQ i ett stickprov om 35 individer.
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Definition 5 (s 16) Gér som i definitionen ovan, fast slipp
kravet att klasserna ska vara lika stora. Avsétt ovanfor
intervallet [zo, z1] en stapel med bredden z; — z¢ och héjden

fi/n
x — I

avsétt ovanfor intervallet [z1, 2] en stapel med bredden
3 — x1 och hdjden
fo/n

T2 — T
etc. Da far du ett tdthets-histogram for variabeln.

Poingen med ett histogram av denna typ ar att totala arean
av staplarna blir ett, och att det mer och mer kommer att
likna den teoretiska fordelningskurva vi strax ska inféra om
antalet observationer okar.

Se Exempel 1.9, s 16-171 D & F.
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Definition 6 (s 25) En tithet eller tithetsfunktion anvinds for
att beskriva en kontinuerlig variabels teoretiska fordelning.
Foljande egenskaper ska en tathetsfunktion uppfylla:

1 flz)>0férallaz e R

2. /Rf(x)dx =1

Observera att variabelns utfallsrum &r
Q={zeR: f(z)>0}

Niér man definierar en tithet f(z) for en variabel z talar man
bara om hur den ska beréknas f6r z € Q. Underforstatt ar da
att den dr 0 for alla andra z.

Tanken med definitionen &r att proportionen observationer av
variabeln i intervallet (a,b] ungefir ska ges av den teoretiska

proportionen
b
/ f(z)dz
a

med likhet om antalet observationer vore oandligt.
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Obs att det som D & F kallar teoretisk proportion ska vi
(snart) kalla sannolikhet och till variabeln z ska vi koppla en
stokastisk variabel X och sannolikheten att a < X < b ar
Pla < X <b), dir

P(angb):/bf(a:)dx

Se Figur 1.12 (s 25) Téthets-histogrammet beskriver den
experimentella eller empiriska fordelningen och det géller att
den empiriska fordelningen konvergerar mot den teoretiska da
antalet observationer gér mot odndligheten.
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Exempel 1.12 (s 27) Responstiden ¢ (i s) tills ndgot hinder
antas ha den teoretiska férdelningen

1 ~
JO) =z, t>0
9

Ar detta en (kontinuerlig) téthet?

Definition 7 (s 29) Om en variabels téthet r av formen
@)=, >0

for nagot A > 0, séger vi att den ar exponentialfirdelad.

Exponentialférdelningen betecknas Exp(}).

Figur: Exponentialtétheten i exempel 1.12.
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Lat T ~ Exp(1/5).

Det vérde ¢ som uppfyller
P(T <¢)=090

ska vi kalla for den 90:e percentilen eller 0.9-kvantilen.
Observera att

ozl
5 dr=09 = ... =c~115

c
PT<c¢)=09 & /
0

Andra percentiler definieras analogt. De beréknas genom att
man l6ser en ekvation av typen

PT<c¢)=p & /ch(a:)dx:p

dar 0 < p < 1 &r givet.

Den 50:e percentilen kallas f6r medianen. Den fas genom att
16sa ekvationen

—z/5
¢ =05

c
P(T<c)=05 & /
s 5

Hemdvning 1 Visa att medianen i exponentialfsrdelningen ar

2

™=
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Definition 8 (s 29) En diskret variabels teoretiska fordelning
definieras av en mass- eller frekvensfunktion p(z) uppfyllande

1. p(z) >0 for alla z € R

2. p(z) > 0 for hogst upprikneligt manga
3. Z p(z) =1
T

dér summationen sker éver de hogst upprékneligt manga
mojliga variabel-virdena.

Om de majliga utfallen &r 21 < x5 < ..., sa ska alltsa
massfunktionen uppfylla

1. p(a;) > 0 for alla z;, och p(z) = 0 for alla andra

2. Zp(zi) =1

Den teoretiska proportionen observationer i “intervallet”
{2k, Tr1, - -, 2} ges av

p(@r) + p(arr) + .- +plar) = Y p(w)
P

Detta kallar vi sannolikheten for ett utfall mellan xy. och z;.
Om motsvarande stokastiska variabel kallas X skriver vi
l
P(X € {zp,-..,m}) =Plax < X <)) = play)
ik
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Figur: Binomialtétheten i exempel 1.13 (s 30)

Hemd&vning 2 Berikna P(1 < X < 3).
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Definition 9 (s 32) En kontinuerlig variabel z (eller stokastisk
variabel X) siges vara normalfirdelad om dess
tathetsfunktion &r av typen

1 2 /9,2
fl@)= ———e @27 o cr<oo
Veno
dér —oo < g1 < 0o och ¢ > 0. Talen p, o ér fordelningens
parametrar. Av uttrycket for titheten framgar att p
bestdammer fordelningens lage och ¢ hur utspridd den &r, samt
att utfallsrummet &r hela R.

Normalférdelningen betecknas N(p, o).

S& hir berdknar man sannolikheter for normalférdelade
variabler:

P(angb):/bf(z)dz

:/;7 of(p+oz)d
b

= / p(z)dz
z=b z—a
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Figur: N(30, 5)-tidtheten.
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Definition 10 (s 34) Da p =0 och o = 1 brukar man siiga att
normalférdelningen ar standardiserad. Motsvarande tathet ar

, —00< z< 00

Skilet till att den oberoende variabeln hér bendmns z &r att
man brukar anvinda just z eller Z som beteckning for en
normalférdelad variabel med p =0 och o = 1.

Figur: N(0, 1)-tétheten.

Den standardiserade normalférdelningsfunktionen &r

D(z) = /Z o(u) du

—00
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Exempel 7 Antag att vi vet att en variabel z ar
normalférdelad med parametrar g =5 och o = 2, och att vi
vill veta den teoretiska proportionen observationer i intervallet
[3,7]. Da ska vi beridkna

7 7
1 =12 2

de= —(z—5)%/2-2 d

/Sf(z) z /3 771--26 ©

= /7114,0(2) dz

(Gér substitutionen z = (z — 5)/2. D4 dz = dz/2 samt
z=3=z=—-loche=T=2=1)

Ur tabellen ver normalférdelningen s 534-535 (eller insidan av
pirmen) fas nu att

/j;p(z) dz = /;ocp(z) dz — /;:«,a(z) dz

—3(1) — B(—1)
= (.8413 — 0.1587
= 0.6826

Ca 68% av observationerna kommer alltsa att hamna i
intervallet [3, 7].
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Man kan visa att om « &r normalférdelad med parametrar p
och 0, s& ir z = (¢ — p)/o normalférdelad med g = 0 och

o = 1. Operationen
i
T
o

brukar darfor bendmnas standardisering.

Ett annat sitt att formulera detta &r att om den stokastiska
variabeln X dr N(u, o)-fordelad, vilket brukar skrivas
X ~ N(u,0), sa ir (X — p)/o N(0, 1)-férdelad. M.a.o,

X —
X ~Npo) = Z=>"FN0,1)
o

Exempel 1.15 (s 36) Vilket z-véirde ¢ dr sddant att arean
under z-kurvan till véanster om ¢ &r 0.677

Hemovning 3 Bestdm den 95:e percentilen i den
standardiserade normalférdelningen.

Hemdovning 4 Lat X ~ N(100,15). Bestam den 95:e

percentilen 1 X:s fordelning. Tolka resultatet.

Hemovning 5 For vilket z-virde géller
P(—2<Z<z2)=09

Vad innebir resultatet for en N(p, o)-variabel?
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Definition 11 (s 43) En icke-negativ kontinuerlig variabel z
siges vara lognormalférdelad om y = Inz &r normalférdelad.

0.025

lognormal med
=3, 0=1

0015

Figur 8: Ett exempel pa en lognormal-téthet.

Obsatty=Inz & z =€v.
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Definition 12 (s 48) En variabel ségs vara Binomialférdelad
om den &r diskret och dess massfunktion ar

p(k) = (Z)p’“ 1—pF k=01,...,n
for nagot heltal n > 1 och nagon sannolikhet p € (0,1).
Binomialférdelningen betecknas Bin(n, p).
Notera att p(k) > 0 for k = 0,1,...,n och att

> k) =(p+01-p) =1
k

enligt Binomialteoremet.

o T T T T T T

Figur: Massfunktionen Bin(14, 0.6).
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Antag att man gor forsok. I varje forsok ar man intresserad av
huruvida en viss hindelse A intriffar eller ej. Lat p vara den
teoretiska proportionen som A intréfar i (d v s proportionen
for A om antalet forsck — oco. Vi ska senare kalla detta tal f6r
sannolikheten for A och beteckna det P(A).)

Ténk dig nu att man utfor forséken si att de blir oberoende av
varandra. D v s inget av det som hénder i forsck nr 1 far lov
att paverka vad som hénder i de andra forsoken, inget av det
som hénder i forsok nr 2 far lov att paverka vad som hander i
de andra forscken, etc. Tank dig ocksd att vi gor exakt n
forsok. Lat f vara frekvensen for A, d.v.s. antalet ginger A
intraffar. D& ar f Binomialfordelad med parametrar n och p.

Vi skriver f ~ Bin(n,p).
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Om vi nu later n — 0o och p — 0 pa ett sddant sétt att
np — A > 0, s& kommer

T ko _ ok 4)\:
<k>p(1 e

Till héger ovan har vi massfunktionen for Poissonférdelningen,
som &r nésta fordelningsklass som vi ska kénna till.

Definition 13 (s 50) Poissonférdelningens massfunktion &r
2
P
Att detta dr en massfunktion ser man genom att

Taylorutveckla e*. Glém aldrig att Poissonfordelningen &r
diskret.

p(k)=e E=0,1,2,...
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Figur: Massfunktionen Poi(5.5).

Hem6vning 6 Lat variabeln z vara Poissonfordelad med
parameter A = 5.5. Berikna den teoretiska proportionen
observationer skilda fran noll.
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Exempel 8 Vi har tidigare noterat att antalet cykelolyckor
utmed Vasagatan en ménad, vilken som helst, dr en diskret
variabel eftersom virdemé#ngden bestar av talen 0,1,2,.... For
varje cyklist som cyklar utmed gatan ténker vi oss ett
slumpmissigt forsck dar vi observerar ifall cyklisten rakar ut
for en olycka eller ej.

Av det som redan sagts forstar vi att frekvensen olyckor f &r
Binomialférdelad med parametrar n och p, dér n dr totala
antalet cyklister och p ar den teoretiska proportionen olyckor.
S& frekvensen olyckor under en méanad &r approximativt
Poissonférdelad med parameter A = np.

Varken n eller p ér litta att méta och kanske inte heller sa
intressanta. Daremot kan man m h a olycksstatistik skaffa sig
kunskap om parametern A. Hur det gar till ska vi se senare i
kursens sista del.
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Nyckelord i kursdelen

Numeriska och kategoriska datamangder
Univariata, bivariata och multivariata dataméngder
Kontinuerliga och diskreta data och fordelningar
Histogram

Tiétheter och massfunktioner

Binomialférdelning bin(n, p)

Normalférdelning N(y, o)

Standardiserad normalférdelning N(0,1)
Exponentialfordelningen exp(A)
Lognormalfordelningen LN(y, o)

Poissonfdrdelningen Poi())




