F3: Numeriska sammanfattningar OH 1

Ovning 5 (s 68) Yearly October snow cover for Eurasia (in
105 km?) during the period 1970-1979:

6.5 12.0 14.9 10.0 10.7 7.9 21.9 12.5 14.5 9.2

What would you report as a representive, or typical, value of
October snow cover from this period, and what prompted your
choice?

for0 171 172 1973 1974 1975 1976 1977 1978 1979
year

Figur 1: En illustration av snédataméngden i 6vning 5.
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Antag att vi har n observationer eller métningar
Z1y--oyTn

av en variabel .

Definition 1 (s 59) Observationernas medelvirde ar
.1y
DI
=

Ordna data i storleksordning:

1) S zp) < ... < Ty

Definition 2 (s 61) Observationernas median ar

T (k1) om n=2k+1
o T T By om n =2k

Hemo6vning 1 Bestdm snédataméangdens medelvirde och
median.
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Observationernas median &r den experimentella (eller
empiriska) motsvarigheten till den teoretiska medianen. Ocksa
det observerade medelvardet har en teoretisk motsvarighet.
Antag att vi har en variabel z med antingen diskret férdelning
med massfunktion p(z) eller kontinuerlig fordelning med
tathet f(z).

Definition 3 (s 63, 65) Vintevirdet av @ ar
he Yool

om z #r diskret, respektive

p= / of(s) da

om z &r kontinuerlig. Om det dr nédvindigt, indicerar vi med
z for att gora tydligt vilken variabel p &r medelvérdet av.

Om man har infort en stokastisk variabel X, s& skriver man
ofta E[X] istallet for p eller p, (eller px).

Det &r sikrast att tillagga att det finns fordelningar som inte
har nagot vintevirde! Man maste kriva i ovanstaende
definition att summan respektive integralen &r
absolutkonvergent.
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Att en variabel z ar likformigt fordelad pa (a,b) innebér att
den ar kontinuerlig och har tathetsfunktionen

f(x):m7

Denna fordelning ska vi beteckna med U(a, b).

a<z<b

Ovning 10 (s 68) Lat X ~ U(a, b). Bestim X:s viintevirde
och median.




F3: Numeriska sammanfattningar OH 5

Definition 4 (s 70) Observationernas varians ir
1
szzm v (z; — z)°
1

Deras standardavvikelse &r s = v/ s%.

Nir man beriknar s?, anviind att

(n— 1)52:232?7%(2@) :szfn.iZ

i i

Definition 5 (s 73-74) Variabeln z:s (teoretiska) varians ar
o= [ )i
i det kontinuerliga fallet, och
o? = (@ —p)’p(=)
z

i det diskreta fallet. Standardavvikelsen o &r den positiva
kvadratroten ur variansen.

Om man har infért motsvarande stokastiska variabel X, sa kan
man skriva Var[X] istillet for o2 eller o2 (eller 0%).

Obs att det ar bara da u existerar, som man kan tala om en
variabels varians.
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Notera att

=2 (e =w’p(@) = 3 (¢~ 2op+ ) pla)

= a’plz) =21y wp(z) + p* Y p(w)
=Y aPpla) - 2+ p2 = 2?p(a) —

Om z &r en variabel, si r naturligtvis &ven z? en variabel.
Man kan visa att den forsta summan i det sista ledet ovan &r
lika med vénteviirdet av z%. (Detta ar kanske inte sa
overaskande, men observera att ett bevis kriavs och att det ar
icke-trivialt.) Saledes giller

0% = pg2 — 1}
Formeln blir mer littlist om den uttrycks m-h.a X och X2
Var[X] = E[X? — E[X]?

Analoga berdkningar (man byter bara ut summationen ovan
mot integration) visar att detta resultat dven géller for
kontinuerliga variabler.

Ovning 26 (s 68) Likformig fordelning p [a, b]. Bestim
variansen o och standardavvikelsen o.
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Normalférdelningens tathet ar

flz) = ;e’(”’“)i/zyi —o00 < & < 00

Vino

dér —oo < g < oo och ¢ > 0. Man kan visa att om
X ~ N(u,0), s giller att

pu= E[X]
och

o? = Var[X]

Om Z ~ N(0,1), s& galler alltsa att E[Z] =0 och Var[Z] = 1.
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Den 25:e percentilen kallas ofta for den undre kvartilen.
Analogt kallas den 75:e percentilen for den duvre kvartilen.

Kvartilerna och medianen delar in utfallsrummet for variabeln
ifrdga i fyra delar som alla har sannolikheten 1/4. De
definieras i det kontinuerliga fallet utav att

= /j‘ flz)dz
= /m f(z)dz
o
= / flz)dz
och det galler att

PX<¢)=Pla<X <m)

W N = s

=Pm<X<c)=Pl.<X) =}

Hemévning 2 Bestédm kvartilerna i den standardiserade
normalférdelningen.

Hemovning 3 Bestdm kvartilerna i Exp(1)-fordelningen.
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Definition 6 (s 78) Dela in den ordnade dataméngden i en
undre och dvre halva. Om antalet observationer ar udda,
inkludera medianen & i bada halvorna. Den undre kvartilen &r
lika med medianen i den undre datahalvan. Den dure kvartilen
ar lika med medianen i den Gvre datahalvan. IQR ("Inter
Quartile Range”) ar avstdndet mellan dessa tva kvartiler.

. - ]
|
|
|
|
|
1

10° kn?

- +4MH I

data

Figur 2: En s k box-plot av snddataméngden i 6vning 5. Obs
att normalt ar inte datapunkterna markerade.
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Definition 7 (s 88) Betrakta den ordnade dataméngden
1) S zp) < ... < Ty

Den i:te observationen i storleksordning, z(;, ska vi nu kalla
for den empiriska (observerade, uppmaitta)
(i — 0.5) /n-kvantilen.

Tanken med definitionen &r att vi ténker oss att mellan varje
par av pa varandra féljande observationer lagger vi
sannolikhetsmassan 1/n. Det finns n — 1 sddana par. Av den
aterstaende sannolikhetsmassan lagger vi hilften (= 1/2n) till
vénster om den minsta och lika mycket till hoger om den
stdrsta.

I snédata-plotten pd OH ?7? kan vi alltsd ténka oss att vi har
sannolikhetsmassan 1/20 = 0.05 till véinster om den minsta
datapunkten 1y = 6.5, sannolikhetsmassan 1/10 = 0.1 mellan
z(1) och z(9)) = 7.9, mellan (5 och z(3) = 9.2, etc, och
slutligen 1/20 = 0.05 till hoger om den stérsta datapunkten,
som &r z(jg) = 21.9.
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Vi gor detta i syfte att jdmféra dataméngden med en teoretisk
modell. Antag att man tror att titheten f(z), som vi antar &r
kontinuerlig, &r en bra teoretisk modell for data. Lat y(; vara
den teoretiska (i — 0.5)/n-kvantilen. Da giller

i-05 /”‘“ﬂz) dz = F(yg)

n —00

vilket &r samma sak som
4(1—0.5
F 1( . ) =94

Definition 8 I en kvantilplot jamfores observerade kvantiler
z(;y med motsvarande teoretiska ;). Man plottar alltsd paren
(@), y@), fori=1,...,n.
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Jir 6vning 5 (s 68). Snodata ordnade i storleksordning:

6.5 7.9 9.2 10.0 10.7 12.0 12.5 14.5 14.9 21.9
Lat oss kolla om det verkar rimligt att den teoretiska modellen
ar LN(p, 0), for nagot parameterpar (u, o).
Vi logaritmerar data, d.v.s. later z(y), ..., %) vara lika med
In(6.5),...,In(21.9). Vi far da foljande loggade data:

1.872 2.067 2.219 2.303 2.370
2.485 2.526 2.674 2.701 3.086

Detta &r de experimentella 0.05,0.15, ..., 0.95-kvantilerna.

Motsvarande kvantiler i den standardiserade
normalfsrdelningen ar

—1.645 —1.036 —0.674 —0.385 —0.126
0.126  0.385 0.674 1.036 1.645

Har &r alltsa
—1.645 = 3(0.05)
—1.036 = $(0.15)

1.645 = 3(0.95)
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Vi plottar nu uppmaétta kvantiler mot standardiserade, och far

QQ-plot

Logged empircal

05 o 05
Theoretical quanties.

Figur 3: En kvantilplot av snédataméangden i 6vning 5.
Teoretisk modell &r den lognormala.

Obs att om modellen &r ok, s ska punkterna i plotten ungefér
ligga utefter en rit linje.
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Hade vi trott att den teoretiska modellen var N(u, o) for nagot
par p,o, sd hade vi gjort precis som ovan fast med
ursprungsdata istéllet for de logaritmerade.

Da hade vi jamfort de empiriska 0.05,0.15, . . ., 0.95-kvantilerna

6.5 79 9.2 10.0 10.7 12.0 12.5 14.5 14.9 21.9

med de teoretiska

—1.645 —1.036 —0.674 —0.385 —0.126
0.126 0.385 0.674 1.036 1.645

och fatt plotten

QQ-plot

Empircal quaniles (10° k)

[ .
Theoretical quanties.

Figur 4: En kvantilplot av snddataméngden i 6vning 5.
Teoretisk modell dr normalférdelningen.

F3: Numeriska sammanfattningar OH 15

Helst vill man att punkterna i en kvantilplott ska ligga ungefar
utefter en rét linje. For snddataméngden ser kvantilplotten
relativt lognormalférdelningen bra ut. Observera att nér vi
plottar relativt normalférdelningen sd hamnar den storsta
observationen langt ifran den rita linje som man kan ana sig
till att de Gvriga ligger utefter. Detta dr en inte alltfér ovanlig
situation och slutsatsen &r att data formodligen ej dr
normalférdelade, men att de kan vara lognormalférdelade. Men
observera att vi endast har 10 observationer. For att gora
tillforlitliga uttalanden om vilka fordelningar som passar resp.
inte passar ihop med en viss dataméngd ska man nog helst ha
fler observationer &n 10.
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Hemo6vning 4 Kolla sjilv genom att gora en lamplig
kvantilplot av snddataméngden om antagandet att snétickets
utbredning dr Exp()), f6r nagot A > 0, verkar rimligt.

Virt att ndmna i sammanhanget &r att man kan ocksd jimfora
data och teori i en s.k sannolikhetsplot (&ven i Sverige anviinds
ofta den engelska bendmningen probability-plot).

I en sadan plottas de teoretiska sannolikheterna

i—0.5
= Flya)

mot de empiriska (uppmatta)
Pi = F(zq)
Aven punkterna i denna plot skall ligga ungefir utefter en rit

linje om modellen ska kunna anses vara ok.

Hemévning 5 Omvandla kvantilplotten i féregaende
hemovning till en sannolikhetsplot.
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Obs att man brukar reservera beteckningen z, for
(1 — p)-kvantilen m a p den standardiserade
normalfordelningen. Séledes definieras t.ex. zg 5 utav att

B(2005) = 0.95

eller

/0O p(z)dz =0.05

20.05

Vi har redan sett att zy0; = 1.645.
En annan bra kvantil att komma ihag ar 295 = 1.96.

Observera inkonsekvensen. Vi har ju tidigare betecknat
p-kvantilen z, och definierat den enl

[ etaraz=p

00

Men i statistiska sammanhang &r det brukligt att istéllet
rakna sannolikhetsmassa fran hoger eller uppifran.

Om tveksamhet rader i ndgot sammanhang, var noga med att
papeka om du riaknar sannolikhetsmassa ifran vinster
(nedifran) eller ifrén hoger (uppifréan) pa z-axeln.
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Nyckelord i kursdelen

Medelvarde, (empirisk, experimentell, uppmétt) median
Vintevirde, (teoretisk) median

Likformig férdelning U(a, b)

Varians och standardavvikelse (teoretisk och empirisk)
Undre och 6vre kvartilen, samt IQR

Kvantiler och percentiler

Kvantilplot, sannolikhetsplot




