F5-F6: Sannolikheter OH 1

Ett slumpmdssigt forsok ar den ram vi lagger runt vara
sannolikhetsberdkningar. Vi observerar variabler men det vi
riknar ut sannolikheter for &r hindelser. En hdndelse ("event”)
ar ndgot som antingen intraffar eller inte intraffar da vi utfor
ett slumpmaéssigt forsck. Ofta anvinder vi ordet utfall
("sample point, outcome”) fér resultatet av ett slumpmassigt
forsok. Méngden av alla mojliga utfall kallar vi for forsokets
utfallsrum ("sample space”). Det &r inget annat &n variabelns
virdeméngd.

Ténk dig att du utfor ett slumpmissigt forsok som bestar i att
observera en variabel z. Nar du gjort forsoket har du erhallit
ett utfall som vi ockséd kallar «. Téanker du gora fler forsok, sa
ar det naturligt att lata x; beteckna det forsta
forsoksresultatet, zo det andra, etc. Lat X vara motsvarande
stokastiska variabel.

Variabeln z kan egentligen vara av vilken matematisk typ som
helst, men vi ska ténka oss den reellvard. Utfallsrummet &r da
en delméngd av eller hela R. Lat A C R. Utsagan X € A &r
en hindelse, ty efter det att forscket har utforts vet vi om
forsoksresultatet (dess utfall) z tillhér A eller ej. Alla
héndelser kan kopplas ihop med en méngd A pa detta sétt.
Ofta studeras endast en variabel. D& &r den ofta underforstadd
och man skriver A fér handelsen och séger att A intréffar
istéllet for X € A.
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Téank dig nu att vi ska utféra ett slumpmaéssigt forsok. Det kan
vara allt ifrdn att man observerar hur manga dgg ett visst
svalpar lagger i boet till en avancerad métning av méngden
ozon i luften vi andas..

Utfallsrummet S ar méangden av alla méjliga forsoksresultat.
Elementen z i S kallas for utfall. Sa = ar variabeln vi méter

och till den hér en stokastisk variabel X. Delméngderna

A, B, ... till S kallas for hindelser. Hindelsen A utléses ”A

intréffar”. Den kan ocksé skrivas X € A eller z € A.

Sannolikheten att A intriffar skrives
P(A) eller P(X € A) eller P(z € A).

Lat A, B vara hindelser. Da betecknar

AN B hindelsen ”A och B”
AU B héndelsen "A eller B”
A¢ eller A’ hindelsen “icke-A”

Dessutom definierar vi

A\ B =AnN B° (utlises A minus B eller A men ¢j B)
AAB = A\ BUB\ A (symmetriska differensen)

Observera att AAB intraffar om, och endast om, exakt en av
héndelserna A och B intriffar.
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Hiandelserna A och B siigs vara dmsesidigt uteslutande eller
disjunkta, om
ANB=0

Hindelserna Ay, ..., A, partitionerar en hindelse B, om

n
Bc|JA
i=1
och
ANA;j=0da i#j
Istéllet for partitionerar kan man siga delar in i disjunkta eller
omsesidigt uteslutande delar.
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Exempel 1 Fororenad mark. Lat y vara koncentrationen av
nagon giftig tungmetall. Lat z vara resultatet av en métning
av y.

Marken betraktas som férorenad om y > ¢, dér ¢ ir ett av
myndigheterna specificerat kritiskt virde. Denna héndelse
betecknas C.

Lat d vara den s k detekteringsnivan (obs att typiskt &r
d # ¢). Handelsen z > d betecknas D.




F5-F6: Sannolikheter OH 5

Sannolikhetsaxiomen (s 190-191)

Lat A, B vara tva godtyckliga hiandelser i utfallsrummet S. Da

1.0< PA) <1
2. P(S) =1

3. P(AU B) = P(A) + P(B) om A, B ér 6msesidigt
uteslutande

Sats 1: P(A\ B) = P(A) — P(AN B)

Folid 1: P(§) = 0

Folid 2: P(A%) =1 - P(A)

Folid 3: AC B = P(A) < P(B)

Sats 2: P(AU B) = P(A) + P(B) — P(AN B)

Foljd 1: P(AU B) < P(A) + P(B)
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Exempel 2 Fororenad mark (forts)

Antag P(C) = 0.8, P(D) = 0.74 och P(C N D) = 0.72.
Berikna

1. P(CUD)
2. P(C\ D)
3. P(D\C)
4. P(CAD)

Hemévning 1 Antag istéllet att P(C) = 0.9, P(D) = 0.7 och
P(C'N D) = 0.65. Berakna P(C'U D), P(C\ D), P(D\ C)
och P(CAD).
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Den betingade sannolikheten for A givet B, &r

P(A|B) = %

Observera att

P(AN B) = P(A)P(B|A) = P(B)P(A|B)

Hindelserna A och B siigs vara oberoende, om

P(ANB) = P(A) - P(B)

Observera att A, B dr oberoende om, och endast om,

P(A|B) = P(4)
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Exempel 3-5 Fororenad mark (forts)

Berékna och skriv ut i figuren ovan sannolikheterna
P(D|C), P(D'|C), P(D|C’) och P(D'|C")

Skriv dven in i figuren sannolikheterna
P(C) och P(C")

Beréikna sedan sannolikheterna
P(C|D) och P(C|D")

HemdGvning 2 Antag att P(C) = 0.9, P(D) = 0.7 och
P(C N D) =0.65 som i foregdende hembvning. Berdkna
P(D|C") och P(D'|C). Géller

P(D|C") + P(D'|C) < 1

eller ¢j?
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Lagen om total sannolikhet: Lat Ay, ..., A, partitionera
utfallsrummet S. Da giller

P(B)= Y P(A4)P(BA)

Bayes formel: Under samma forutsattningar som i lagen om

total sannolikhet, géller

P(A)P(B|4))

PUAIB) = S PA)P(EIA)

I exemplet med férorenad mark, noterar vi att héndelserna

C och ¢’
partitionerar utfallsrummet. Bayes formel ger att
P(C)P(DIC)

P(C)P(D|C)+ P(C")P(D|C")

B 0.8-0.9 . 0m
0.8-0.9+0.2-0.1 0.72+0.02

P(C|D) =

=0.973

Hemdvning 3 Antag att P(C) = 0.9, samt att
P(D|C') = 1/2 och P(D'|C) = 5/18. Beriikna, analogt med
ovan, P(C|D) och P(C|D’). Giller

P(C|D') < P(C) < P(C|D)
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Exempel 5.10 (s 207) Lat T vara livstiden for en produkt.
Funktionen
R(t)=P(T > t)
kallas for produktens dverlevnadsfunktion. Vantevardet
pur = E[T]

kallas ofta for “mean time to failure” (MTTF) eller for’'mean
time between failures” (MTBF). For en exponentialférdelad
variabel géller att Gverlevnadsfunktionen ar

00
R(t) = / AeMdp == M
t
och att MTTF &r

s 1
E[T}:/ zhe Mdz = =~
o A

Exempel 6 Gransvirdet
_ P(T'<t+hT>t) [t
ht) = fim R =R)
kallas for felintensiteten. For en exponentialfordelad variabel
giller att felintensiteten &r konstant, ty

)\e—)\t
ht) = o = A

Man kan visa att om felintensiteten &r konstant, s& maste

variabeln vara exponentialférdelad.

eller ej?
Hem6vning 4 Leta reda pad Weibullférdelningen i liroboken
eller Beta eller. .. Skriv sedan ner Weibullférdelningens
felintensitet.
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Lat @1,...,z, vara ett stickprov pa (den stokastiska) variabeln Sats 1 (s 220) Lat Xi,..., X, vara ett stickprov av den
z. Da &r allts @y, ..., @, oberoende observationer av z. stokastiska variabeln X med véntevirde p och varians 2. Da

Definition 1 (s 214) Reellvirda funktioner av ett stickprov
kallar vi stickprovsvariabler (statistikor).

Stickprovsvariabler anvénds for att dra slutsatser om z:s
fordelning.

Exempel 7 Proportionen observationer i ett intervall,
medelvirdet, medianen, standardavvikelsen, IQR, undre och
Gvre kvartilen, alla Gvriga kvantiler (percentiler).

Definition 2 (s 215) Stickprovsvariabler &r stokastiska
variabler, s& de har fordelningar. Pa engelska siger man ofta
“sampling distribution” for att gora tydligt att det ar
fordelningen for en stickprovsvariabel som avses.

Nér vi rdknar teoretiskt pa stickprov ar det praktiskt att
anvinda stora bokstéver for de stokastiska variablerna och smé
for deras utfall. Vi skriver alltsd i fortséttningen Xi,..., X,
for stickprovet och medelvirdet betecknar vi X. Vi later 2
beteckna stickprovets varians och s> motsv. empiriska
(uppmatta, experimentella) virde.

géller for medelvirdet X att

EX] = n
2
Var[X] = z
n
Saledes ar
og = y/Var[X] = -

Denna storhet kallas i engelsksprékig litteratur for "standard
error”. Pa svenska skulle man kunna séiga standardfel eller
standardosékerhet.

Sats 2 (s 221) Om X &r normalférdelad med parametrar p
och o, sa &r X normalférdelad med parametrar p och o//n.

Sats 3 Centrala grinsvirdessatsen (s 222) Om X €] ir
normalférdelad, s& dr &ndé fordelningen f6r medelvirdet X &r
approximativt normalférdelad med parametrar p och o/y/n.
Approximationen blir béttre ju fler variabler som ingar i
stickprovet.

Hemd&vning 5 Antag att du har ett stickprov pa en variabel
z som &r Exp(10 °). Du ténker simulera 1000 observationer
av z. Ungefér hur stor 4r sannolikheten att medelvirdet blir
minst 100 010.
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Sats 4 (s 225) Om X antar virdet 1 med sannolikheten p och
0 med sannolikheten 1 — p, s giller
n=E[X]=p
0* = VarlX] = p(1 - p)

Sats 5 (s 226) For relativa frekvensen f/n géller att
véntevirdet &r

Elf/n]l=p

och att variansen &r

Var[f/n] = P(lrz P)

Sats 6 Da antalet observationer n &r stort, s& r relativa
frekvensen f/n approximativt normalférdelad med parametrar

poch /p(1—p)/n.

Hemo6vning 6 I en undersékning av viljarsympatier ténker
man tillfraga n = 1000 slumpmaéssigt utvalda individer med
rostratt om huruvida de skulle résta pa socialdemokraterna
om det vore val idag. Men forvéntar sig att proportionen
ja-svarare ar ungefar p = 0.3. Ungefar hur stor ar da
sannolikheten att minst 330 av de tillfragade svarar ja?
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Exempel 8 EC inbjuder till vadslagning och séger: Jag ska
singla det har myntet 100 ganger. Det ar helt symmetriskt.
Titta garna pa det. Om du vill att vi ska singla ett annat
mynt, sa ar det helt ok fér mig. Jag satsar 10 kr om du satsar
2 kr emot, pa att jag far 40 - 60 klave. Antar du vadet?

Hemévning 7 Om du satsar 2 kr, hur mycket tycker du att
EC ska satsa for att vadet ska bli rattvist?

F5-F6: Stickprovsvariabler OH 15

Nyckelord i kursdelen

Utfallsrum for ett slumpmaéssigt forsck, handelse, utfall
Variabler och stokastiska variabler

Sannolikheter

Omsesidigt uteslutande (disjunkta) hindelser, partition
Betingad sannolikhet

Oberoende

Venn- och triddiagram

Lagen om total sannolikhet och Bayes formel
Stickprovsvariabler

X, ..., X, oberoende N(u, o)-variabler = X ~ N(u, o /+/n)

Xi,...,X, oberoende och likaférdelade med viintevirde p och
standardavvikelse o = X = N(u,o//n) (cgs)




