Stokastiska Processer HT 2006

Hemuppgift

Hemuppgiften dr inte obligartorisk, men en fullgjord och inlimnad uppgift kommer att vara
vird som ett problem pa tentamen. Deadline dr tentamensdagen, de som har lamnat in en
korrekta 16sningar fore tentamen far tillrdkna sig podngen, andra inte. (Senare inlimnade
l6sningar kan dock ge poidng pa omtentan sa klart.) Ni far jobba i grupp, men med max
tre personer.

Lis foreldsningsanteckningar for Foreldsning 7 noga innan ni bérjar 16sa detta. Aven Ka-
pitel 5 i Patriks bok kan vara av intresse.

Till 16sningar bor bifogas datorkoden som anvéants och de seed viarden som har anvénts for
slumptalsgeneratorn!. Ni far anviinda vilket “riktigt” sprak som helst (till riktigt riknar
jag forutom C, C++4, Java, etc. d&ven Matlab, Mathematica, och dylika, men inte t.ex.
Excel macron), och koden bor vara kommenterad och dokumenterad (kvalitén pa koden
kan ha inverkan pa huruvida resultatet far godként).

Under Foreldsning 7 sa konstrueras slumpvandringsprocesser med mindre och mindre och
steg, enligt:
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dér t kan anta virdet 0,27, 2x27¢ 3x27¢ .. .. Er uppgift blir att implementera processer

av den hér typen, och understka huruvida de beter sig som de borde.

Wienerprocessen i en Dimension

1. Implemetera en simulering av Wy(t) genom att lata &y anta vdrdena 1 respektive
—1 med sannolikhet 1/2.

Gor for ¢ = 5,10, 15, 20 tusen observationer av Wy(1) och jaimnfor med den férvéintade
normalférdelningen. (Ni behover inte gora en formell statistisk jamnforelse utan det
ricker med att jamnfora nagra olika kvantiler eller att plotta frekvensfunktionerna.)

2. Trafftiden 7, for en stokastisk process, defenieras som tiden da processen forst nar
x eller —z. Det dr en mycket viktig egenskap, men den kan ibland vara kranglig att
rakna ut analytiskt, varfér simulering passar.

Fixera ¢ = 10, och mét den genomsnittliga trafftiden for nivaerna x = 10, 20, 30, 40, 50.
Plotta och se om ni ser nagon tendens.

(Det kanske hjilper att vénta tills vi har diskuterat Stokastiska integraler, Foreldsning 9,
innan man sétter igang med foljande.)

Stokastiska Integraler
En stokastisk integral &r Stieltjes integral Gver en stokastisk process
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'Om ni inte vet vad detta betyder, sa far ni friga mig.



den stokastiska integralen integrerar funktionen f Over processens bana mellan tiden a och
b. Man kan dessutom lata ¢ — —oo och b — oo for att fa:
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Stokastiska integraler med avseende pa Wienerprocessen &r oerhort viktiga. Mycket av den
moderna finansiella analysen bygger pa sadanna, som tillater prissdttning och analys av t.
ex. optioner och andra finansiella instrument. Vanligtvis integrerar man 6ver en tvasidig
Wienerprocess, det vill sédga:

W) = Wi (t) om ¢ >0
~Wa(—t) omt<0

for tva oberoende Wienerprocesser W7 och Wy (obs att minus tecknet fore Wa egentligen

ar onodigt eftersom Wienerprocessen ar symmetrisk, dvs W (t) Z -Wi(t)).

1. Anvind (férhoppningsvis) koden fran ovan for att approximera (ni far sjilv vélja
) den stokastiska integraler av foljande funktioner med avseende pa den tvasidiga
Wienerprocessen:

f(s) = 1[0,1}(3)
f(s) = 1-0.5s, 0<s<2, 0annars.
f(s) = e* s>0, 0 annars.
Simulera varje integral manga ganger, plotta férdelningen, och berikna vantevérde

och varians. (For den sista funktionen far ni skiira av “svansen” vid nagot s for att
integralen ska ga att beriikna.)

2. Simulera den stokastiska processen X (t) = [ Ijgqj(s+1)dW (t) dér W (t) ér tvasidigt
Wienerprocess. Verkar den vara stationér?



