Kapitel 13

Markovkedjor i Kontinuerlig Tid

Tidskontinuerliga Markov Kedjor

Nu talar vi lite om Markov kedjor i kontinuerlig tid. En tidskontinuerlig stokastisk pro-
cess {X;}+>0 med diskret tillstandsrum S dr en Markov kedja om om uppfyller Markov
egenskapen:

P(Xt = Jnr1 Xty = Jn, Xty = Jn—1, -, Xty = Jo) = P(Xt, 11 = Jnt1| Xt = Jn)

for allan € N, t,41 >t > ... > t9 > 0 € R och jp41,Jn, .-, jo € S. Det vill sdga (precis
som i det tidsdiskreta fallet): Fordelningen vid den framtida tiden ¢,4; beror bara pa
processens virde nu (¢,) och inte pa det forflutna.

Kedjan kallas tidshomogen om P(X; = j|X; = i) = P(X;_s = j|Xo = 7). Liksom tidigare
kommer vi endast att diskutera tidshomogena Markov kedjor.

Beténk nu en tidskontinuerlig Markov kedja pa rummet S = {0,1}. Om kedjan borjar i
tillstand 0, finns det en stokastisk variabel som beskriver tiden tills kedjan hoppar till 1
forsta gangen. Vi kallar den tiden &j.

Antag nu att vi vet att kedjan inte hoppat efter 10 tidsenheter? Vad &r sannolikheten att
den &r kvar efter 157 Det vill séga, vad ar

P (& > 15[& > 10)?

Fran Markov egenskapen sa vet vi att det som hént tidigare inte har inverkan pa kedjans
framtiden givet var den befinner sig nu. Sa sannolikheten att den &r kvar i 0 i ytterligare
5 minuter utan att hoppa kan inte bero pa hur linge vi vantat hittills. Alltsa géller:

P(fo > 15’50 > 10) = P(§0 > 5).

Det foljer att &y maste vara en “minneslos” stokastisk variabel, och den egenskapen har
endast exponentialférdelningen. Det foljer alltsa att & &r Exp()g) fordelade for nagon
intensitet A\g. Samma sak géller tiden tills vi hoppar fran tillstand 1 till 0.

En tidskontinuerlig Markov kedja pa S = {0,1} har alltsa alltid foljande form:

e Nir den ér i tillstand 0 véntar den en Exp(Ag) tid tills den hoppar till tillstand 1.

e Nir den ér i tillstand 1 véntar den en Exp(A1) tid tills den hoppar till tillstand 0.



I allménhet sa ser en tidskontinuerlig Markov kedja ut sa hér:

Befinner vi i tillstand 4, sa finns det en Exp(g;;) fordelad stokastisk variabel &;; som ger
tiden tills vi hoppar till j. Nar den forsta sadanna héndelse intréiffar, hoppar vi till det
tillstandet.

Matrisen:
G = (9ij)ijes
med g;; = — Zjes_{i} 9i; kallas kedjans generator.
e g;; ger takten (intensiteten) med vilken vi gar fran 4 till j.

e —g;; ger taken med vilken vi ldimnar tillstand i.

Precis som for tidsdiskret kedjor har vi en 6vergangsmatris. Skillnaden &r att den nu &r
en matrisvard funktion av tiden, P;:

(Pt)ij =P(Xspt = j|Xs = 1)
Tidsparametern spelar mycket samma roll som exponenten gjorde for tidsdiskreta Mar-
kovkedjor ((P*);; var ju P(X,4x = j|X,, = i)) och beter sig i stort pa samma sitt. Till
exempel sa haller Chapman-Kolmogorov ekvationen:

Pert:PsPt

Att bevisa detta dr ren matris rdkning och en applikation av Markov egenskapen. Vi har
dven att kedjans fordelning i tiden ¢ ges av:

dar p(©

Om en kedja &r likformig sa finns kan 6vergangsmatrisen relateras till generatorn G:

i D=0
h—0 h
dvs (Py)i
. h)t]
gi = Jing =

Detta motiverar (pa sitt och vis) att vi tidigare kallade g;; takten med vilken kedjan gar
fran tillstand ¢ till j.

En fordelning 7 &r stationédr om 7P, = 7 for alla tider ¢. Detta géller om och endast om:
G = 0.

En fordelning ar alltsa stationédr om takten med vilken vi lamnar den &r noll.




Exempel: Stationir Telegrafsignal En tidskontinuerlig Markovkedja med tillstandsrum
S = {0, 1} och generator:
A=A
=[]

kan liknas vid en telegrafsignal. Det ses direkt att den stationéra fordelningen ér m = (%, %)
Alltsa &r det en stationédr process om vi utgar fran denna fordelningen.

En stationir telegrafsignal studerades tidigare med langa berikningar i bokens tal 3.9.
Genom att se det som en Markov kedja i stéllet, behévs inga rikningar alls!

Exempel: Poissonprocessen Poissonprocessen ér en tidskontinuerlig Markovkedja { Xt }+>0
med tillséndsrum S = Z™, generator:

A A 0 0
0 —A A 0
G=10 0 =X A

och startfordelning p(9) = (1,0,0,...).

Observera att G dr en matris av oandlig storlek, eftersom Possionprocessens tillstandsrummet
ar odndligt. (Detta dr okej, om man kan vara siker pa att alla summor, t ex E]ES 9ij
konvergerar.)

Poissonprocessen har ingen stationir fordelningen: hur den &n startas kommer den att
vixa med tiden.

Exempel: Fédelsedédsprocess En fodelsetdsprocess ér en tidskontinuerlig Markovked-
ja {Xi}e>0 med tillsandsrum S = Z7T, och generator:

—Xo Ao 0 0
o o —(p1+ A1) A1 0
=10 2 —(p2+A2) A2

Sats: En fodelsedodsprocess X; har stationédr férdelning 7 omm.
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