Kapitel 2

Vidare Repetition

Marginalférdelning. For (£,7) en R?-vird s.v. med frekvensfunktion fien (@, y) har €
frekvensfunktion
fe(x) = fem(@,y)
y

om 7 diskret (och motsvarande integral om kontinuerlig). For varje virde x som £ kan
anta, sa summerar vi alltsa upp 6ver alla virden som 7 kan anta da £ = z.

Detta generaliseras éven till R"-virda s.v. & = (&1, ..., &,) med given frekvensfunktion och
vi vill veta frekvensfunktionen for en av & eller for en sammanséttning, t.ex (£1,&2).

Viantevirdet for R"-vird s.v. { = (&1, ...,&,) definieras som en kolonnvektor

E{¢} = (B{&} E{&} ... E{&))T

dér vintevirdena E{&;} berdknas som ett “vanligt” véntevirde av en R-vird s.v. med
hjilp av respektive marginalfrekvensfunktion f, .

Notera att véintevirdet for en linjirkombination av s.v. (Sats 0.13) &r

E{) ar&} =) aE{&}
k=1 k=1
dar aq,...,a, € R vilket foljer av att

E{g()} = 9(@) fe(x) da

zeR™

for £ en R”-véard kontinuerlig s.v. och g : R" — R, tillsammans med linjériteten hos
integraler.

Kovariansen mellan tva R-virda s.v. £ och n definieras

Cov{¢,n} = E{(¢{ - E{¢})(n — E{n})}

och variansen av ¢ definieras

Var{¢} = Cov{¢, &} = B{(¢ — B{¢})?}



Notera att Cov{{,n} = Cov{n,&}, dvs kovariansen #r symmetrisk.

Om Cov{{,n} = 0 ségs £ och n vara okorrelerade.

Kovariansen av tva linjirkombinationer (Sats 0.15) >"}'_; ax & och > )", by ér

k=11=1

Cov{) ar&, » bim} =Y arb Cov{&, m}
k=1 =1

Kom-ihag-regel: Jimfér med multiplikation av tva summor, t.ex

(&1 + &) +m2) = &m + Ene + Eam + Eane

med motsvarande for kovarianser; vi far enligt Sats 0.15:

Cov{&i +&,n + 12} = Cov{&r,m} + Cov{&r,m} + Cov{&e,n} + Cov{&e, 2}

Om n = £ i Sats 0.15 far vi Sats 0.16:

Cov{a"¢,b7¢} = Cov{d ar &, » &t =YY arbCov{&, &} = a’ Var{¢}b
k=1

diar Var{¢} kallas variansmatrisen, som &r en n x n matris med element Cov{{, & }.

Ytterligare generaliserat ger detta ocksa, for n = A& och A € R™*™

Var{n} = Var{A¢} = AVar{¢} AT

Faktum: Varje variansmatris V' for nagon R™-vérd s.v. maste vara symmetrisk och positivt
semidefinit. Symmetrin foljer av att V; ; = Cov{¢;, &} = Cov{;, &} = Vj; och positivt
semidefinit av observationen att for alla a € R”

a®Var{¢} a = [Sats 0.16] = Cov{a’¢,a’¢} = Var{a®¢} >0

eftersom en varians aldrig dr negativ (ty vintevirde av en kvadrat). Att o’ Var{¢}a > 0
for alla @ € R™ ar just definitionen pa en positivt semidefinit matris.

Ytterligare en viktig slutsats fran ovanstaende rikningar med kovarians mellan linjér-
kombinationer &r att om &1,..., &, dr okorrelerade sa &r

Var{z apli} = Z ai Var{,}.
k=1 k=1

Oberoende stokastiska variabler
Kom ihag: Hiandelserna A, B C Q &r oberoende om P(AN B) = P(A)P(B).

For stokastiska variabler giller motsvarande: £ och n (R™- resp. R™-vérda s.v.) dr obero-
ende om
P((eAneB)=P(ecAP(necB)



for alla A C R™ och B C R™ (dér kommat i sannolikheten till vénster tolkas som N).

Vi maste alltsa titta pa alla mgjliga hidndelser i £:s och 7:s virdeméngder. Detta &r gene-
rellt svart, helt enkelt darfor att antalet mojliga méngder ar odndligt manga. Som tur &r
finns det andra ekvivalenta villkor som &r enklare att verifiera:

De stokastiska variablerna & : 2 — R™ och 7 : 2 — R™ &r oberoende om och endast om

fem(@,y) = fe(z) fr(y)

for alla © € R™ och alla y € R™.




En bra grundregel for oberoende &r att

oberoende faktoriserar

Hér kommer ytterligare ett exempel pa det:

For oberoende R-virda stokastiska variabler £ och n har vi

E{¢n} = E{{}E{n}

Vi har saledes ocksa speciellt att Cov{{,n} = E{¢n} — E{{}E{n} = 0 for £ och 7 obero-
ende. Att kovariansen dr noll kallas att variablerna ar okorrelerade.

Notera att detta forhallande mellan vintevirdena dr mycket svagt och det omvénda géller
inte allmént, dvs okorrelerat innebér inte, generellt sett, oberoende.

Ett exempel som dr virt att lagga pa minnet ar féljande évning fran kursboken:

Ovning 2.5: Ar & och n oberoende och/eller okorrelerade dd (&,7) dr en R?-vird s.v. med
virdemdngd Q¢ ) = {(0,0), (£1,£1)} och fe,y(0,0) =1/2 och fie (1, £1) =1/87

Lésning: De dr oberoende om f¢ .y (x,y) = fe(x)fy(y) for alla (v,y) € Q) enligt
satsen ovan. For att kontrollera detta mdste vi forst berdkna marginalerna fe och fy.
Enkla rdikningar ger

o= senen =117 2=,
Y

och samma fér f,.

Vi har nu att fe,)(0,0) = 1/2 # 1/4 = f¢(0)f,(0). sda & och n dr inte oberoende (det
racker ju att hitta ett exempel pa att faktoriseringen inte haller).

Om man tinker efter sa bor detta vara uppenbart eftersom om vi vet att n = 0 sa maste
ju & = 0; vi far alltsa information om vad £ kan vara genom att tala om vad n dr, vilket
inte skall gdlla om de var oberoende.

Okorrelerade da? Vi behover kontrollera om E{{n} = E{¢}E{n} Vi har
E{nt= > ayfen(@y) =0 fie.n(0,0)+

() €Qe,n)
+ 1 (femy(L 1) + fem (=1, =1) + (=1) - (fie (L =1) + frem(=1,1)) =0

och vi ser enkelt att E{¢} = E{n} =0-3+1-1+(—1)- 1 =0 och drar silunda slutsatsen
att de dr okorrelerade eftersom E{{n} = 0 = E{{}E{n}.

Detta dr alltsa ett exempel pa tva stokastiska variabler som dr okorrelerade men inte
oberoende och dr dirmed ett exempel pa att okorrelerat inte innebdr oberoende.

Betingade stokastiska variabler

Kom ihag att vi, for héndelser A,B C Q med P(B) > 0, definierade den betingade
sannolikheten for A givet att B intréffat som

P(A|B) = P(;l(;)B)



Néagot liknande maste ju rimligtvis dven finnas for stokastiska variabler.

Med f(¢jn) (x]y) menar vi frekvensfunktionen for § givet att 7 = y och definierar den som

Jew@) g £ () > 0

— In(y)

Det betingade vantevirdet for £ givet n = y, definierar vi som

J xfigm(xly) de  for £ kontinuerlig

E{{|n=y} = {Zl‘f@ln) (z]y) for ¢ diskret

En anvidndbar metod for att berdkna vinteviardet E{¢} (om E{{|n = y} &r enkel att
berdkna), &r

E{¢} = {f E{{|n=y} fy(y)dy for n kontinuerlig
Y E{SIn=y}foly)  forn diskret

Med anknytning till Exempel 4 fran Fol har vi foljande.

Exempel: Antag att vi far ett Po(\)-fordelat antal lotter ddr vardera lott har en vinstchans
pa p € (0,1), oberoende av de andra lotterna.

Larn vam antalet vinstlotter och & det totala antalet lotter. Vi har att & ~ Po(\), dvs att
Je(x) = x, Te enligt definitionen pd Poissonfordelningen.

Givet ett visst utfall pa &, lat oss siga & = n, har vi alltsa n stycken lotter, vardera med
vinstchans p, oberoende av de andra. Men detta innebdr ju att fordelningen for n givet
att & = n dr Bin(n,p). For binomialférdelade s.v. med parametrar n och p har vi att
vantevdrdet dr np; alltsa dr

E{n[§=n} =np
Om vi anvinder satsen ovan for att berikna E{n} sa far vi

E{n} = Z E{n|¢ = n}fe(n Z np fe(n) =p Y nfe(n) = pE{&} = pA
n=0

eftersom den sista summan dr inget annat dn definitionen for vintevdrdet av en diskret
s.v. &, samt att vintevdrdet for en Po(\)-fordelad s.v. dr .



