Kapitel 4

Momentfunktioner

Vi sag att de 1-dimensionella fordelningarna inte gav oss tillrdcklig information for att
kunna beskriva en process. De n-dimensionella fordelningarna ger oss detta, men &r ofta
svara att skriva ner samt anvinda. I tillampningar anvinds ofta processens momentfunk-
tioner som kompromiss. Dessa &r bestdmda av processens tvadimensionella férdelningar.

Viantevirdesfunktionen(vvf) myx : T +— R {or en stok. proc. {X(t)}ser &r definierad
som
mx(t) =E{X(t)} forteT

och variansfunktionen(vf) Vx : T'— R &r definierad som
Vx(t) = Var{X(t)} forteT

forutsatt att E{X (¢)} < oo resp. E{X (#)?} < o0.

myx séger nagot om tyngdpunkten for fordelningen av X (¢) i en viss tidpunkt ¢ € T" och
Vx nagot om spridningen.

Notera att vi endast behover de endimensionella fordelningarna for att berdkna mx och
Vx och &r salunda &nnu svagare &n dessa.

myx och Vx séger heller inget om beroendestrukturen mellan tva processvérden.

Vi behover alltsa nagot mer.

Kovariansfunktionen(kvf) ry : T'x T +— R {or en stok. proc. ér definierad som
x(s,t) = Cov{X(s),X(t)} fors,teT

forutsatt att E{X (t)?} < oo for t € T..

Kovariansfunktionen sidger nagot om graden av linjirt beroende mellan tva processvéirden

X (s) och X (t).

Tva andra momentfunktioner som enbart ar varianter av kvf ar

e andramomentfunktionen, Rx(s,t) = E{X(s)X(¢)} och
e korrelationsfunktionen, px(s,t) = rx(s,t)/\/Vx(s)\/Vx(t)



Notera att
rx(s,1) = Cov{X(s), X (t)} = E{X(s)X(£)}~E{X(s)}E{X (1)} = Rx(s,t)—mux(s)mx(t)

Korskovariansfunktionen rxy : T, x T, — R mellan tva processer {X(t)}:cr, och
{Y () }ter, definieras som

rxy(s,t) = Cov{X(s),Y(t)}

Vvf och kvf for Lévyprocesser

Om {X () }+>0 &r en process med stationéra okningar och om E{X (t)} < oo, sa uppfyller
vintevardesfunktionen myx foljande ekvation

mx(s+1t) =mx(s)+mx(t)

Bevis (Ovning 2.7):
mx(s+t) =E{X(s+t)} =E{X(s+t)—- X))+ X))} =E{X(s +1)—X(t)} + E{X(t)} =
= [Stationéra 6kningar: X (s + t)— X (t) 2 X(s)—X(0)| =
= E{X(s) - X(0)} + E{X (1)} = mx (s) + mx(t)
Om processen dessutom har oberoende 6kningar sa uppfyller processens variansfunktionen
ekvationen

Vx(S + t) = Vx(s) + Vx(t)
Bevis (Ovning 2.8):
Vx(s+t)=Var{X(s+1t)} = Var{X (s +t)— X (t)+ X ()} =

= [Oberoende okningar: X (s +t¢)—X(t) och X(t) oberoende ] =
= Var{X(s+1t)—X ()} + Var{X (¢)} = |Stationéra 6kningar] =
= Var{X(s)—X(0)} + Var{X (t)} = Vx(s) + Vx(¢)

Ovning 2.27 ger oss nu att

mx(t) = mx(l)t

och
Vx(t) = Vx(1)t

och detta giller saledes for alla Lévyprocesser.

For kovariansfunktionen far vi, for s < ¢,

rx(s,t) = Cov{X(s), X(t)} = Cov{X(s), X(t)—X(s)+X(s)} =
= Cov{X(s), X(t)—X(s)} + Cov{X(s), X(s)} =
= | X(s) och X(t)—X(s) oberoende | =
=0+ Vx(s) =Vx(1)s
Analogt for s > ¢ far vi rx(s,t) = Vx(t) = Vx (1)t och saledes
rx(s,t) = Vx (1) min{s,t}



For att sammanfatta har vi alltsa att om {X (¢)}+>0 &r en Lévyprocess med X (0) = 0, sa
maste dess vvf och kvf ha foljande struktur:

. mx(t) = mx(l)t

o rx(s,t) =Vx(1)min{s,t}

Detta ar mycket viktigt och anvindbart da man skall dra slutsatser om Lévyprocesser.

Notera dock att det omviénda generellt sett inte haller, dvs om en process har ovanstaende
struktur pa kvf och vvf sd behdver den inte vara en Lévyprocess. For att avgora detta maste
man (utan ytterligare villkor) titta pa de n-dimensionella férdelningarna och se om proces-
sen har oberoende och stationédra okningar (vilket ju &r definitionen pa en Lévyprocess).

For en Poissonprocess X med intensitet A har vi
mx(1) =E{X(1)} =X\

och
Vx(1) = Var{X (1)} = A

eftersom X (t) ~ Po(At) enligt Sats 1.1, samt att véntevérdet och variansen f6r en Po(At)-
fordelad s.v. dr At.

Vi har alltsa att

e mx(t) =M\t

e rx(s,t) = Amin{s,t}

for en Poissonprocess X.

En Wienerprocess {W (t) }+>0 dr en Lévyprocess och har (avsnitt 4.3)

e my(t)=0

o ri(s,t) = c?min{s, t}

dir 0% > 0 dr en parameter (helt enkelt variansen for W (1)).

For processen {Y (t)}+>0 dér Y (t) = X (t) — Mt for en Poissonprocess X med intensitet A,
sa galler att
my (t) = E{Y(t)} = E{X(t) - Xt} =E{X(t)} — Xt =0

samt

ry(s,t) = Cov{Y(s),Y(t)} = Cov{X(s)—As, X(t)— At} =
= [Kovariansen mellan tal och s.v. &r 0| =
= Cov{X(s),X(t)} =rx(s,t) = Amin{s, ¢}
Denna process har alltsa samma vvf och kvf som Wienerprocessen (om vi viljer A =

0?). Dessutom dr Y #r ocksa en Lévyprocess enligt Ovning 1.13. Trots dessa likheter i
egenskaper sa dr processerna totalt olika. Detta dr alltsa ytterligare ett exempel pa att



man far vara forsiktig med att dra slutsatser om en process enbart genom att betrakta vvf
och kvf.

Olikheter for kvf.

For en stokastisk process { X (t) }ter har vi for dess kvf rx

o |rx(s,t) < 2(Vx(s)+ Vx(t)) med likhet omm X (s) & X (¢) =konstant

o |rx(s,t)] < /Vx(s)Vx(t) med likhet omm X (s) =aX(t)+b,a#0

Den sista olikheten kallas for Cauchy-Schwarz olikhet.

Egenskaper hos kvf.

En funktion r : T'x T +— R &r en kovariansfunktion fér nagon stokastisk process { X (¢) }ier
om och endast om r &r symmetrisk och positivt semidefinit, dvs

Z Zak a;r(tg,t;)) >0

k=1k=1

for alla val avn € N, a1,...,a, € Roch t1,...,t, €T.

Notera likheten med kravet pa att variansmatrisen skulle vara symmetrisk och positivt
semidefinit.

Exempel: Forstéarkare

En forstirkare anvénds for att starka en signal, t. ex. en analog elektronisk ljudsignal. Man
kan se in-signalen som en stokastisk process S(t) (ni kan ju vilja vilken av processerna i
foregaende foreldsning som passar just er musiksmak!) och ut-signalen som aS(t) for nagon
forstarkningsgrad a.

Tyvirr ligger en forstirkare édven till brus, sa ut-signalen blir i stéllet aS(t) + N(t) dér
N(t) &r en av S(t) oberoende stokastisk process som beskriver bruset. Om inte forstérkaren
ar helt trasig sa kan vi anta att E[N ()] = 0, och da ger Vi (¢) en bild av hur mycket brus
som ldggs pa vid tiden ¢ (rimligen kan vi nog ocksa anta att Vy(t) dr oberoende av ¢ -
dvs att nivan pa bruset fran forstirkaren ar konstant med tiden. En klass av stokastiska
processer med den egenskapen, som kallas “svagt station&dra”, kommer att beskrivas i
senare foreldsningar.) Bilden blir alltsa:

S(t) aS(t) + N(t)

Antag nu att vi i stéllet parallellkopplar tva stycken oberoende forstiarkare pa ett sadant
sitt att ut-signalen blir genomsnittet av deras tva utsignaler, sa blir bilden s& hér:
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Dar M (t) ar en till, oberoende, brusprocess av samma typ som N (t). Bruset i den resul-
terande signalen ar alltsa (N(t) + M (t))/2.

1 1
Var|[(N(t) + M(t))/2] = ZVar(N(t) +M(t)) = §VN(t)
Utrékningen visar att det 1onar sig att parallellkoppla forstarkare om vill minska bruset i

slutsignalen.

Poéngen med det hir exemplet dr att det &r latt att gora sadanna hir berdkningar med
momentfunktioner. Att rikna ut precis vilken form brusprocessen (N (t) + M(t))/2 har
kan vara mycket svart, men vad den har for variansfunktion foljer direkt.



Kapitel 5

Svagt Stationira Processer

Svagt stationira processer

En av de viktigaste klasserna av processer i tillimpningar &r svagt stationéra processer. Det
4r som namnet antyder en svagare form av stationéritet &n att kridva att de n-dimensionella
fordelningarna #r invarianta under tidstranslationer (vilket ju &r definitionen pa en sta-
tionér process).

En stokastisk process { X (t)}+cr dr svagt stationér om
e mx(t) och

o rx(t,t+7)

ej beror av t.

Vi kraver av en svagt stationér process, enbart att dess vvf och kvf &r invarianta under
tidstranslationer.

For en svagt stationér process later vi saledes kovariansfunktionen vara en funktion med
ett argument, rx : T'— T — R:

rx(t) =rx(t,t+7)

Sats 3.1: En stationér process { X (t) }scp ar svagt stationér om (och endast om) dess vvf
och kvf #r vildefinierade, dvs om E{X (t)?} < cc.

Bevis: “=”: Uppenbart eftersom om X &r svagt stationdr sa maste ju dess vvf och kvf
vara véldefinierade.

“=": Vi skall visa att for {X(t)}ser stationir med E{X (t)?} < oo s& beror rx(t,t + 7)
och mx(t) ej pa t.

Vi har att (X (¢ + h), X(t + 7+ h)) 2 (X(t), X(t + 7)) och att X(t + h) 2 X(t) enligt
definitionen pa stationéritet. Detta implicerar att

rx(t,t +7) = Cov{X(t),X(t + 1)} = Cov{X(t + h), X(t + 7 + h)}

och
mx(t) =E{X(#)} =E{X(t+ h)} =mx(t+h)



och kan salunda ej bero pa t (tag h = —t).

Satsen ovan siiger helt enkelt att for en stationir process X med E{X (t)?} < oo, sd dr X
svagt stationér vilken forklarar varfér det heter just svagt stationér.

Alltsa: Svag stationdritet stéller endast krav pa att de en- och tvadimensionella for-
delningarna, medan vi for (strikt) stationéra processer stéiller krav pa de n-dimensionella
fordelningarna.

Egenskaper for en kvf till en svagt stationir process:

En funktion r : T — T — R &r en kvf till ensvagt stationér process {X(t)}tcr om och
endast om 7 dr symmetrisk och positivt semidefinit, dvs om

n n
ZZakalr(Tk—n) ZO

k=1k=1

for alla val avn € N, a1,...,a, € Roch 7,...,7, € T.

Notera att detta endast &r en omformulering av den allménna satsen for kovariansfunk-
tioner.

Varning 1: Positivt semidefinit betyder inte icke-negativ. sin(z)/x &r t.ex positivt semi-
definit men inte icke-negativ.

Varning 2: En positiv funktion behéver inte vara positivt semidefinit, funktionen r(z) = 1
for |z| <1 och 0 for dvriga, dr positiv men inte positivt semidefinit.

Vi har aven:

For en svagt stationér process { X (t) }ter med kvf rx beror Vx(t) = rx(0) ej pa t. Vidare
ar
[rx (7)] < rx(0)

for alla 7 med likhet f6r nagot 7 # 0 om och endast om rx &r periodisk.




