Kapitel 7

Konvergens och Kontinuitet

Grénsvéardesbegreppet dr vildigt centralt inom matematik. Som du féorhoppningsvis kom-
mer ihag fran matematisk analys sa definieras tex derivatan av en funktion f : R — R i
punkten xg € R som gransvérdet

fzo +h) = f(xo)
h

dah—0

och om det existerar, kallar vi det for derivatan i punkten x¢p € R av funktionen f och
betecknar den f'(zp).

Vad menas da med limes-utsagan ovan? Jo, att for varje e > 0 sa finns det ett § > 0 sa
att \w — f'(zo)| < € for |h| < 0. De tva termerna innanfor absolutbeloppet kan
alltsa komma godtyckligt nira varandra genom att vilja ett tillrdckligt litet h

Matematiker faller i tva kategorier. De som &lskar konvergens, och de som inte dlskar kon-
vergens. De forra kallas for analytiker, och de senare for algebraiker. Sannolikhetsteorin dr
en del av den matematiska analysen, alltsa sa dr konvergens det bésta vi sannolikhetsteo-
riker vet.

Kart barn har ju som bekant manga namn, och redan fran den grundliggande analysen
har ni sékert hort talas om vanlig konvergens, Cauchy konvergens, absolut konvergens,
punktvis konvergens, likformig konvergens, etc. etc. ad infinum. Det visar sig dock att
dessa inte ricker for stokastiska processer, utan att man behover inte mindre &n fyra olika
sorters konvergens till.

Lat &,&92,€&3,... vara en sekvens av stokastiska variabler (med andra ord en tidsdiskret
stokastisk process). Redan i grundkursen sa gor man griansvirdes observationer om des-
sa, till exempel stora talens lag som sdger att om alla &, &r oberoende och har samma

fordelning, sa “gar”
1 n
-3 &
n
k=1

mot E[¢]. Men vad betyder detta “gar mot” egentligen?

Vi vet att & egentligen dr en funktion &;(w), och om vi drar oss till minnes fran ana-
lysen, sa sidger man att en sekvens funktioner fi, fo,... konvergerar punktvis mot f om
limg 00 fx(z) = f(z) for alla . Ar punktvis konvergens det vi letar efter?



Tank nu tillbaka till det sannolikhetsrum som vi konstruerade i detalj i en tidigare forelésning,
dér utfall w dr odndliga binéra striangar av typen 010100111001 ..., © &r méngden av alla
sadana strangar och sannolikhetsmattet tilldelar sannolikheten p att varje koordinat blir
1, oberoende av alla andra. Lat £ (w) = wi (den k-te binédra koordinaten). Saledes dr ¢
oberoende och likafordelad for alla k, och E[¢x] = p.

Géller nu att £ 37 | & (w) — p for alla w € Q7 Sjélvklart inte! 111111... (stréingen med
bara ettor) tillhér ju €, men for den blir genomsnittet alltid 1 &ven om p ér litet. Alltsa
dr punktvis konvergens ett alldeles for starkt krav for att satser som stora talens lag ska
kunna gélla i allménhet.

Konvergensidén vi behtver maste vara grundldggande probabilistiskt. Det &r inte sa att
det inte finns nagra w for vilka konvergens inte géller: det viktiga dr att sannolikheten for
att vi ska fa ett sadant w dr 0. (Slug student kanske nu tycker: varfor plockar vi inte bara
bort sadana “daliga” w ur utfallsméngden. Slug lérare svarar: Hurda?)

Niastan siker konvergens

Denna typ av konvergens motiveras av exemplet ovan. Lat £1,&s,... vara en sekvens av
stokastiska variabler, och ¢ en enda sadan. Da séiger vi att &, =5 € ndstan sdkert (n.s.) da
k — oo om:

P& — &) =P({w e Q: G(w) = &(w)}) = 1.

Stora talens lag &r ett exempel pa sadan konvergens: satsen att stora talens lag giller n.s.
kallas “stora talens starka lag” (“strong law of large numbers”).

Observera att “néstan sidker” egentligen &r ett felaktigt namn. Man anvénder “néstan”
for att paminna om att det &r en svagare form av konvergens &n punktvis, men faktum &r
att det dr “sidkert” och inte “niistan sidkert” att sekvensen konvergerar!

Vi kommer inte att anvinda néstan séiker konvergens mycket i den hér kursen, men det
tillhor en allmén kunskap i sannolikhetsteori att forsta begreppet.

Konvergens i sannolikhet

Man séger att & L ¢ i sannolikhet om P(|{ — &| > €) — 0 for alla e. Konvergens i
sannolikhet siger alltsa att sannolikheten att & och ¢ skiljer sig “mycket” gar mot 0 nér
k gar mot odndligheten. Det &r en svagare form konvergens en néstan sidker, och oftast
lidttare att visa: statsen att stora talens lag géller i sannolikhet kallas stora talens svaga
lag (“weak law of large numbers”).

Vi kommer inte att anvénda sannolikhet i konvergens mycket (eller &ns alls) i den hér
kursen.

Konvergens i kvadratisk medel

2
Vi sdger att & L ¢ i kvadratisk medel om E{(&, — €)?} — 0. Det ir ganska litt att se att
om en sekvens stokastiska variabler konvergerar i kvadratiskt medel, sa gor de dven det i
sannolikhet.

Konvergens i kvadratisk medel dr nagot som anvinds ganska ofta i teorin om stokastiska
processer, och det dr den enda typ av konvergens som anvénds utforligt i kursboken. Mer
om den nedan.



Konvergens i Fordelning

Den sista typen av konvergens, skriven & LA & ar konvergens i fordelning, eller svag konver-
gens, som det ocksa kallas. Sadan konvergens giller om F¢, — F¢ punktvis. Observera att
konvergens i fordelning inte egentligen séger vad sjélva gransvirdet av & dr, bara vad det
har for férdelning. Eftersom vi vet tva stokastisk variabler kan ha samma férdelning utan

att ndgonsin vara lika, sa kan det gélla att & D, £ och att & D, n daven om P(¢ #n) = 1.
Inte konstigt att denna typ av konvergens kallas svag!

Eftersom denna typ av konvergens handlar om fordelningar, sa struntar man ofta i att

konstruera £ och skrivar bara t.ex. & A exp(A) for att visa att konvergensen dr mot en
exponentialférdelning.

Det utan tvekan viktigaste fallet av konvergens i férdelning &r centrala gransvéardes satsen,
som sdger att:

> 1 (& — 1) D N(0,1)
no?
nir n — oo om & ar en sekvens med oberoende, likafordelade s.v. med véntevirde p och
varians o2. Vi kan inte séiga vilken stokastiska variabel genomsnittet konvergerar mot, men

vi vet vad férdelningen nérmar sig.

Att denna typ av konvergens dr svag jamnfért med de andra betyder inte att den &r
oanvéandbar: snarare tvart om, mycket av sannolikhetsteorin och néstan hela statistiken
bygger pa teorin om svag konvergens. Vi kommer att anvinda konvergens i férdelning i
den formella motiveringen for Wienerprocessen, och sedan dven nér vi diskuterar Markov-
kedjor.

Vi kommer inte att hdnga upp oss sa mycket pa konvergens i den har kursen. Om nagon
tycker att det verkar spédnnande (och det dr det!) sa finns det hur mycket som helst att
ldra sig om varje typ: pa hogre niva finns hela kurser i varje typ av konvergens.

Vidare om konvergens i kvadratiskt medel

Def. 2.6 For R-virda s.v. £, &1, &o, . .. sdger vi att & konvergerar i kvadratiskt medel mot
2
£ da k — oo, och skriver & =N ¢ eller lki.m. & = ¢ (Lim.="limit in mean”), om det géller
— 00
att
E{¢’} <

samt att
E{(& - €)%} =0 dik— oo

Sats 2.3 (Momentsatsen) Antag att lici.m. &, = £ Da har vi
—00

E{&:} — E{¢}
Var{¢;} — Var{{}

E{¢} — E{¢%}

Om dessutom l].ci.m. N = 1, s& har vi ocksa
— 00

E{& e} — E{&n}
Cov{&,me} — Cov{¢, n}



Ett anvindbart sitt att avgéra om en sekvens av stokastiska variabler konvergerar (i
kvadratisk mening) mot nagon stokastisk variabel far vi nedan genom Cauchy- och Loéve-
kriteriet.

Fran analysen kommer du kanske ihag att en sekvens av reella tal x1, o, ... &r en Cauchy-
sekvens om kllim |z — x| = 0. Foljande sats siger att alla Cauchysekvenser av kvadritiskt
K —00

integrerbarar! stokastiska variabler &, konvergerar i kvadratiskt medel mot en kvadratiskt
integrerbar s.v. &.

Sats 2.4 For s.v. &,&, ... med E{&2} < oo for k € N, giller att ll.ﬁi.m.gk = ¢ for nagon

s.v. £ om och endast om

Jim E{(& —&)*} =0

Ett ekvivalent kriterium ar Loévekriteriet

Lim. &, existerar < kllim E{&& } existerar
)00

k—o0

som dessutom ger foljande:

Sats 2.5 For s.v. £1,&, ... med E{&2} < oo giller att

Zﬁk konvergent <= Z ZE{&&} < o0

k=11=1

Vidare har vi att

Z{k konvergent — E{ka}—ZE{fk}

k=1
Om dessutom 7,72, ... ir s.v. med E{n?} < oo gller ocksa att
ka och an konvergenta —- COV{ka, an} ZZCOV{Sk,m}
k=1 = k=1 1=1

2
Notera att vi med ) 7, & konvergent menar att > ;& =Y, B Y, = Sore &k da
n — 00.

Kontinuitet i Kvadrisk Medel

Eftersom vi nu har ett konvergenssitt for stokastiska variabler sa kan vi genast definiera
kontinuitet av en stokastisk process. Vi haller oss till processer dir tidsparameterrumimet,
T, ar kontinuerligt sa att kontinuitet fér processen har en naturlig mening.

2
Def 3.2 En stokastisk process {X(t)}ter &r kontinuerlig i tgp € T om X (t) 5 X (to) da
t — tg, dvs om E{X (t9)?} < oo samt E{(X(t) — X (t9))?} — 0 da t — to.

Nu kommer ett exempel som till en borjan antagligen verkar férvirrande:

L Att en stokastisk variabel & ar kvadratiskt integrerbar betyder att E{¢2} < oco.



Exempel Lat {X(t)}+>0 vara en Poissonprocess med intensitet A och tag godtyckligt
to > 0. Vi har

E{X(to)?} = Var{X (to)} + (E{X(t0)})* = Mo + (Mo)? < 0
samt
E{(X(t) - X(t))*} = Var{(X(t) — X(to)} + (E{X(t) - X(t0)})* =
= Vx(t) + Vx(to) — 2rx(t,to) + (At —tp))? =
= At +to — 2min(t, tg)) + N2 (t — tg)* =
=\t —to] + N2t —t9)> — 0 da t—tg
Poissonprocessen ar alltsa kontinuerlig i kvadratisk mening.

Men hur kan detta stdmma? Varje realisering X (wy, t) av en Poissonprocess &r ju en stegvis
okande funktion, och sadanna &r inte kontinuerliga.

Svaret, dr att var definition av kontinuitet faktiskt inte kréaver att realiseringarna skall vara
kontinuerliga. Var definition gar ju ut pa att vi forst tar vintevirdet av kvadratskillnaden,
och sedan later tidsparametern nirma sig, pa sa sitt medelvirdesbildar vi bort hoppen
som man ser i varje enskild realisering.



