Kapitel 8

Slumpvandringar och
Wienerprocessen

Slumpvandingar

En slumpvandring &r en tidsdiskret stokastisk process som i varje steg ror sig i en slumpméssigt
riktning, oberoende av vad den gjort tidigare. I flera dimensioner kan man man tédnka sig
en partikel i ett gitter, som ror sig rent slumpmaéssigt utmed kanterna (pa engelska kallas
detta ofta “drunkards walk”, en analogi som torde ligga néra till hans féor manga Chalme-
rister).

Om man haller sig till rorelser i en dimension, sa finns det inte sa manga riktingar att
vilja pa: antingen sa gar vi framat, eller tillbaka. Rent formellt sa dr slumpvandringen en
stokastisk process {X(n)},cz+ dir X(n) = X(n — 1) + &,. Den stokastiska variabeln &,
ar processen n-te steg, och dr oberoende av alla tidigare (och senare) steg. Formellt blir
alltsa:

X(n) =) &
=1

for en sekvens oberoende, likaférdelade s.v. &1, &9, . . .. For enkelhetens skull kommer vi att
anta att E[¢;] = 0 och Var[¢,] = 02, vilket ger:

mx(n) = E[X(n)]=0

och

rx(n,m) = Cov( &Z@)
k

Eftersom Cov (&, &) = 0 om k # £, sa forsvinner nédstan alla termer i dubbelsumman, och
vi far kvar:
min(n,m)
rx(n,m) = Z Cov (&, &)
k=1
min(n,m)
= Z Var(¢;,) = o min(n, m)

k=1



Formen pa momentfunktionerna blir alltsa precis som for en Lévyprocess.

Hur ar det med 6kningar?

n
X(n)—X(m)= Y &.
k=m+1
Det ar inte svart att se att eftersom alla & &r parvis oberoende och likaférdelade, sa &r
Okningarna stationédra och oberoende av varandra.

Vi kan inte sédga att slumpvandringen ar en Lévyprocess, efter Lévyprocesser &r tidskonti-
nuerliga, men den beter sig mycket likt en sadan. (Faktum &r att slumpvandringar &r de
enda tidsdiskreta processerna med samma egenskaper som Lévyprocesser. UPPGIFT:
Visa detta.)

Wienerprocessen

Kan man ténka sig en tidskontinuerlig version av de slumpvandringar vi har diskuterat
hitills? Nér vi motiverade Poissonprocessen tidigare, sa borjade vi med en process déir vi
slog en tédrning i varje tidsdiskret steg och rdknade antalet ettor, och sedan lédt vi antalet
kast ga mot onéndligheten, samtidigt som vi ldt sannolikheten att vi fick en etta i varje
kast ga mot noll. Att gora nagot liknande for slumpvandringen kan ténkas att gora fler
och fler “steg”, samtidigt som vi later storleken pa varje steg bli mindre och mindre.

Men hur mycket mindre ska varje steg bli? Naturligt ar att tdnka oss att om vi tar dubbelt
sa manga steg, sa bor varje steg vara hélften sa stort. Det dr samma sak som att sdga nér
vi kommit till att n steg under den forsta tidsenheten, sa ska stegen ha storlek & /n. Men

da n — oo, sa det blir ju ingen intressant process! I stéllet sa kan vi dra oss till minnes
centrala griansvirdes satsen, som i det hér fallet sidger att:

Zi:f N(0,0).

Detta betyder att om vi, nir vi dubblerar antalet steg, dividerar stegens storlek med v/2
sa kommer den resulterande processen att vara “lika stor” (i bemérkelsen att variansen
inte dndras).

Okej, so far so good. Vi vet hur vi ska skala vara steg for att réra oss mot en kontinuerlig
slumpvandring. Nu géller det verkligen gora det ocksa. Hall i hattarna mina vinner: hir
kommer er forsta riktiga probabilistiska konstruktion.

For att konstruera var kontinuerliga slumpvandring sa riacker det inte med var vanliga
odndliga sekvens £1,&, ... av stokastiska variabler. Vi behtver ett odndligt antal steg i
varje litet intervall.

For att gora detta sa borjar vi med att dopa om stegen i var ursprungliga slumpvandring

till €1,1,61,2,61,3, - - .. Detta dr var forsta “niva” av steg, och far vara hoppen vid tiderna
t =1,2,3,.... Sedan sa konstruerar vi nédsta niva av steg, £2.1,£22,£2,3,... pa f6ljande
satt:

Eop = {glyk/Q om k dr ett jaimnt tal

§2.k en ny, oberoende, s.v. annars.



Den andra nivan bestar av hoppen vid tiderna 0.5,1.0,1.5,2.0,2.5,.... Heltalshoppen
“lanas” fran nivan over, medan halvorna &r nya. Pa samma sétt kan vi skapa den tred-
je nivan av hopp vid 0.25,0.5,0.75,1.0,... pa samma sétt: vart annat lanas fran niva 2,
resten ar nya.

[ allméinhet sa géller att & 20 = §k—1,¢ och vidare att § jor = &1 -

Nu kan vi defeniera en slumpvandring for varje niva {Wy(t)},co-ez+ (Med 27¢ZF menar
vi 27¢ ganger elementen i ZT, 54 0,27¢,2 x 2763 x 27¢, .. )).

Da giller att

t2¢ n
Wo(t) = Z\ffek 22 \f&c N(0, t0?)

eftersom Var(v/t€;) = to?. Wy(t) #r alltsi en serie stokastiska processer vars steg blir
mindre och mindre, och med féljande egenskaper:

e De har stationéira ckningar.
e De har oberoende 6kningar.

e Deras fordelning vid tiden ¢ nirmar sig N(0,t0?).

Fran detta blir defenitionen av Wienerprocessen ganska naturlig: lat {W (¢) }+>0 helt enkelt
vara en tidskontinuerlig Lévyprocess med N(0,to?) fordelade processviirden. Det ir inte
svart att se att dessa egenskaper karakteriserar processens n-dimensionella fordelningar,
och alltsa finns det precis en sadan process. W (t) har egenskapen att

We(t) 2 W)

da ¢ — oo for alla t > 0, och dess momentfunktioner ges (som jag sagt redan tidigare) av:

my =0
och
rw(s,t) = o? min(s, t).
Notera 1:
2t2¢ €1
We(2t) = > =7
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Eftersom W (2t) 2 W (2t) och Wyi1(t) 2 W (t), sa betyder detta att
W (2t) 2 V2w, (t)

vilket antyder att Wienerprocessen #r sjalvsimilar med index k = 1/2.

Notera 2: Vi sa aldrig vilken férdelning vara s.v. §, och tillika & ;, hade, bara vad de hade
for varians och vanteviarde. Detta dr det magiska med centrala griansvirdes statsen - det
gor ingen skillnad vad vi borjar med s.v. sa liange de ar “rimliga”: det blir normalférdelat
i alla fall.

Notera 3: Wienerprocessen kallas dven Brownsk rorelse efter Robert Brown, som 1827
observerade att pollenpartiklar flytande i en vétska irrade runt i tillsynes helt slumpméssiga
banor. Den kallas dven ibland en Brown-Einstein process, efter nagon tysk snubbe som
forklarade det fysikaliska fenomenet. Observationen att Wienerprocessen dr grinsvirdet
av omskalade slumpvandringar kallas Donskers theorem.



