Stokastiska Processer F2: Extra Problem Markovkedjor

1. {X,}22 &r en Stokastisk process med virdeméngd S = {0, 1,2}. Vi vet att:

. . . , P;;  om n ar jimn
P(Xpt1 =j|Xn =0, Xn-1 =ip1,... Xo=1i0) =3 ' .
Qi; om n dr udda
Processen ar Markovkedja, men den &r inte tidshomogen. Skriv om kedjan med en

utokad virdeméangd sa att det blir en tidshomogen Markovkedja.

2. {X,}22, dr en tidshomogen Markovkedja pa S = {0,1} med dvergangsmatris:
|,y
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Visa, t ex med matematisk induktion, att:
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3. Visa att om en irreducibel Markovkedja har M olika tillstand, sa kan alla tillstand
med positiv sannolikhet nas fran alla andra med som mest M steg.

4. En overgangsmatrix kallas stokastisk, da den uppfyller kraven:
PZ_] >0 Vivjv €S

och
Y Pj=1 Vies.
jes
Matrisen kallas dubbelt stokastisk om &ven kolumnsummorna ar ett, dvs:

Z Pz‘j =1 VieS.

€S
Visa att en Markovkedja med dubbelt stokastisk évergangsmatris har en likformigt
fordelad stationér férdelning.

5. Visa att om en Markov kedja har tva stationdra férdelningar, 71 och 79, sa har den
oandligt manga stationira fordelningar. (Vad maste kedjan ha for egenskap for att
detta ska vara mojligt?)

Tidskontinuerliga Markov Kedjor

6. Kunder ankommer till en k6 som en poissonprocess med intensitet A. Om kon dock
redan innehaller N kunder, sa stéller sig en ny kund i kén med sannolikhet .
Antag att kunden lidngst fram avtjdnas med intensitet p. Stall upp detta som en
tidskontinuerlig Markovkedja, beskriv det som en fédelsedédsprocess, och beréikna
fodelse och dodstakterna. (Nér har den en stationér férdelning?)

7. En Poissonprocess kan ses som fodelsedédsprocess utan dod: en ren fodelseprocess.
En ren dédsprocess dr en fodelsedédsprocess med A, = 0 och u, = u, for alla n > 0.
Berdkna (P;);; for en ren dédsprocess.

8. Beténk tva maskiner i en fabrik. For att produktionen ska fungerar maste atmistonne
en av maskinerna fungera. Antag att fungerande maskiner gar sonder oberoende med
intensitet 0.1 och att bara en kan fixas at gangen, vilket gérs med intensitet 1. S&tt
upp en Markov kedja, och hitta den stationéra férdelningen.



Losningar /ledningar

1. Lat den nya virdeméngden vara V = S x S (dvs alla element av typ (i,7) dér
i,7 € S). Defeniera en ny tidsparameter m, sa att vi tar tva steg i taget. Den nya
Markovkedjan dr da Y, = (Xom, Xom+1), med 6vergangsmatris:

P(Yini1 = (5, O)Yi = (i, ) = PjxQre

som inte beror pa m. Aterstar bara att visa att detta dr en 6vergangsmatris (dvs att
den &r stokastisk).

2. Rakna bara!

3. Om en Markovkedja &r irreducibel finns det for varje par tillstand 4, j en serie tillstand
i1 = 1,19,13,...,1, = J sa att:

n—1
H Pik7ik+1 >0
k=1

For tva tillstand 4,5 tar vi den kortaste sadanna kedjan. Antag att n > M, dvs
att pastaendet inte haller for dessa i,j. Da maste tva av tillstanden i serien vara
densamma, dvs iy = iy for nagra £ > k.

Men tag da i stéllet serien iy,19,..., %k, 441, -.,in. Denna maste ocksa bara besta
av overgangar med positiva sannolikhet, men dr kortare. Alltsa leder antagandet till
en motsagelse.

4. Den stationdra fordelningen 7 ska uppfylla:
m=nP

alltsa

7'[']' = E TI'if)ij.

1€S
Om vi har att m; = ¢, for nagon konstant ¢ som inte beror pa j, sa far vi:
c=m;=c E Pj=c
€S

Alltsa dr denna likformiga fordelning stationér (en diskret likformig fordelning &r en
som tilldelar samma sannolikhet till alla véirden).

5. Om 71 och g &r stationéra fordelningar sa dr pmy + (1 — p)mo en stationér fordelning
for alla p € [0,1].

6. Lis om fodelsedddsprocesser i boken/anteckningarna.
7. Detta ges direkt av Gamma fordelningen. Se t ex Sats 0.25 i boken.

8. Lat X; vara antalet trasiga maskiner. Detta &r en tidskontinuerlig Markovkedja med

generator:
-0.2 0.2 0
G = 1 —-1.1 0.1
0 1 -1



For att beriikna den stationéra fordelningen maste vi 16sa #G = 0, med kravet
mg + w1 + mo = 1. Eftersom matrisen G ar singulér, ricker inte denna ensam for att
16sa ut virdena, men om vi ersétter av raderna med det senare kravet far vi nagot
vi kan invertera:

-02 02 1
[m m m] | 1 —11 1| =[0 0 1]
0 11

Detta system kan 16sas med nagon favoritmetod fran linjéralgebran (eller en riknare!).
Svaret dr m = 0.82, my = 0.16, w3 = 0.02.



