Stokastiska Processer F2

Forelasning 1: Repetition fran grundkursen

Denna forelésning kommer mest att vara en repetition av stoff fran grundkursen. Lingden
pa detta dokument kan tyckas vara oproportionerligt langt i jamforelse med lingden pa
en foreldsning. Detta dr ocksa tanken; jag har forsokt lagga till s& manga kommentarer
jag kommit pa for att pa sa sitt ge er en mojlighet att ldsa in er och féorhoppningsvis fa
en god grund att sta pa nér vi borjar med stokastiska processer. Mycket noje!

e Utfall, w : resultatet av ett slumpmaéssigt forsok.

e Utfallsrum, €2 : méngden av alla mojliga utfall.

e Hindelse: en delméngd A till 2 (A C Q) kallas for en héndelse.

Exempel 1 (Kast med sexsidig tirning).

Det dr hir naturligt att lata utfallsrummet vara Q = {1,2,3,4,5,6}, ddr siffrorna sjilvklart
betecknar antalet prickar “upp”.

Ezxempel pa hdindelser dr:

A ={1,2,3} = {antalet prickar mindre eller lika med 3}
B ={1,3,5} = {antalet prickar udda}

C ={4,5,6} = {antalet prickar fler eller lika med 4}

D ={2}

Observera att en och samma héndelse kan beskrivas pa olika sétt. Ytterligare beskrivningar

pa héndelsen A fran exemplet ovan ar

talet prick
A= {w < 1} = {antalet prickar ej strikt fler &n 3}

Nedan gar vi igenom de vanligaste operationerna pa méngder (och ddrmed héandelser).
Om inget annat anges, betecknar stora bokstéver (A, B etc) méngder i allménhet.

e Komplement: vi skriver A¢ for komplementet till A, dvs hindelsen att A inte intréaffar.
I exemplet ovan &r

A° = {antalet prickar strikt fler &n 3} = {4,5,6} = C

e Tomma mingden, (): hindelsen att inget intriiffar, () = Q°

e Snitt (N) och union (U):
AN B hindelsen att bade A och B intréffar
AU B héndelsen att A eller B, eller bade A och B, intréffar

e Disjunkta (oforenliga) héndelser: héindelserna A och B sigs vara disjunkta om
AN B = 0. I exemplet ovan éir bland annat D och C disjunkta.




e Delmingd, C: Vi skriver A C B om w € A medfor att w € B, dvs B intraffar om A
intraffar. I exemplet ovan ar D C A

e Mingddifferens \: A\ B = AN B¢ dr hiindelsen att A, men inte B, intréaffar.
I exemplet ovan dr A\ B = {1,2,3} \ {1, 3,5} = {2}.

Observera (och verifiera sjéilv som 6vning) att f6ljande géller for alla hindelser A och B:

ANBCA
ACAUB
AUA=Q
ANA=10
A\BCA
AUuB={A\ B}U{B\ A}U{AN B}

Nu fortsatter vi med sannolikheter. Referenserna till satser och definitioner ar till kursbo-
ken Stokastiska Processer av Patrik Albin.

Def 0.1 (Sannolikhetsmatt).
Ett sannolikhetsmatt dr en funktion P, definierad pa hdandelser A C Q) sa att

0<P(A) <1, PW)=0, P(Q) =1, samt

P((JA) =D P(A) di Ay, Ay,... CQ dr disjunkta

Exempel 1 (forts).Om vi antar att den sexsidiga tirningen dr rdattvis sa har vi P(E) =
t#{i€eQ:ieFE} for ECQ, dvs antal “godkinda” element ({7} dr inte ett godkint
element) i E dividerat med det totala antalet element i Q2. Speciellt: P(k) = 1/6 for k €

{1,...,6}.

Fér vara hindelser A, B och C ger detta P(A) = P(B) = P(C) = 1/2 och P(AN B) =
P({1,3}) =1/3, P(AUB) =P({1,2,3,5}) = 2/3, etc for kombinationer.

Egenskaperna hos P i nedanstaende sats ar en god 6vning att kontrollera pa egen hand
hed hjalp av definitionen ovan samt vad du ldrt dig om méngdoperationer.

Sats 0.1.For ett sannolikhetsmatt P gdller

'-U

Uis, Ai) = >0 P(4) for disjunkta Aq, ..., A, CQ

P(B\ A) =P(B) —P(ANB) for A,BC Q

P

(
(
P(A) <P(B) for A,BCQ med ACB
(A)=1—-P(A) for ACQ

(

e P(AUB)=P(A)+P(B) - P(ANB) for A,BCQ



Def 0.2 (Oberoende).
Hindelserna A och B dr oberoende om P(AN B) = P(A)P(B).

Definitionen av oberoende bor stdmma 6verens med vad man vanligtvis menar med obero-
ende; sannolikheten for att bada hindelserna skall intréiffa 4r produkten av sannolikheterna
for varje hiandelse for sig. Ett annat sétt att se det pa &r, huruvida den ena héndelsen in-
traffar eller inte, paverkar inte mojligheten for den andra. Tolkningen blir kanske lattare
dels efter nedanstaende exempel, men kanske framforallt efter definitionen av betingad
sannolikhet (se nedan).

Exempel 2.Vi drar ett kort slumpmdssigt fran en kortlek (utan jokrar och med alla 52
korten tillgingliga). Lat A={kortet dr ett ess} och B={kortet dr svart}. Under antagandet
om likformig slumpmdssighet, dvs att alla de 52 korten i korleken har lika stor sannolikhet
att dras, sa far vi P(A) = 4/52 = 1/13 och P(B) = 26/52 = 1/2, eftersom det endast
finns 4 ess, respektive 26 svarta kort, av 52 mdjliga. Med samma resonemang kan vi rikna
ut att snitthindelsen AN B={kortet dr svart och kortet ir ett ess} ={kortet dr antingen
spader eller klover ess} har sannolikhet P(AN B) =2/52 =1/26.

Vi ser att
1

1
P(AﬂB):2—6:13_2:

vilket ger att hindelserna A och B dr oberoende.

P(A)P(B),

Sats 0.2.

Om A och B dr oberoende, sa dr A och B ocksa oberoende

Def 0.3 (Betingad sannolikhet).

For A, B C Q med P(A) > 0, sa definieras den betingade sannolikheten for B givet att A intrdffar,
med beteckning P(B|A), enligt

P(B|A) — P(lf(z)B )

Sats 0.2.
For disjunkta Ay, Ag, ..., Ay sa att | A; = Q och P(A;) > 0, sd har vi

1. P(B) = iP(B|Ai)P(Ai) for BC Q
=1

P(B|Ay)P(Ay)
P(B)

2. P(Ax|B) = for B C Q med P(B) >0

Forsta delen av Sats 0.2 dr ett mycket viktigt verktyg for att berdkna sannolikheter av
olika slag. For en komplicerad héndelse B, sa dr det ibland mojligt att vélja hidndelserna
A; (sa att U;A; = Q) pa ett sétt sa att P(B|A;) dr mycket litt att rdkna ut. Vi kommer
att anvénda detta flera ganger i denna kurs.

Betingad sannolikhet kan ses som om vi konstruerar ett nytt sannolikhetsmatt Q(A) =
P(A|B) for A C Q, under villkoret att B har intréffat (eller “maste” intriffa), dédrav



P(AN B) i tdljaren (vilket ju star for sannolikheten att A och B intréffar), samt P(B) i
ndmnaren (vilket fungerar som en normalisering, sa att P(€2|B) = 1). Notera att hindelser
FE C B¢ har sannolikheten noll betingat pa att B har intréffat.

Som 6vning kan du verifiera att Q &r ett sannoliketsmatt pa 2 (dvs kontrollera att villkoren
i Def 0.1 dr uppfyllda).

Notera:

e For A och B oberoende, sa dr

P(lp) = Te i) = TEEE —p(a),

vilket kan tolkas som att informationen om att B intraffat, inte dr virdefull for oss da
vi forsoker bestdmma sannolikheten for att A kommer att intréiffa eller inte. JAmfor
med Exempel 2 dir vi inte har nagon nytta av att veta huruvida kortet var svart
eller rott, da vi forsoker ta reda pa om det var ett ess.

e For disjunkta A och B, har vi

_P(AnB) P
PUAIB) =55 = po ="

vilket bor vara uppenbart eftersom A och B ju inte kan intriffa “samtidigt”. Notera
att detta inte alls dr icke-informativt; ekvationen séger ju faktiskt att hindelse A
intréaffar med sannolikhet 0, om vi vet att B intréffat.

Stokastiska variabler

Fran grundkursen kommer du kanske ihag att en R-vérd stokastisk variabel &, dr en funk-
tion som till varje w € ( tilldelas ett tal i R dvs,

£:Q—R dvs {(w)eR forallaweQ

Ofta upplever jag att manga elever har svart att forstd vad en stokastisk variabel &r.
(Kanske beror det pa att det &r ett nytt, krangligt ord?) I sjélva verket sa borde stokastiska
variabler vara mer greppbara dn det underliggande utfallsrummet 2. Det senare &r ju bara
nagot som existerar i tankevérlden i var modell av hur slumpforsoket gick till; Q blir en
symbol for ndgot slumpmaéssigt eller stokastiskt. Den stokastiska variabeln ddremot, kan
ses som det faktiska resultatet av slumpforsoket och det vi dr intresserade av.

Exempel 1 (forts).Om vi later £ vara antalet prickar uppat pa tirningen, sa har vi
f(w)=w Ywe

for vart val av Q. Vi ser hdr att vi modellerade vart utfallsrum direkt for vad vi var
intresserade av; utfallet w blir samma sak som vdrdet pa den stokastiska variablen €.

Exempel 3 (Indikatorvariabel).Om vi later A vara en hdandelse om sdtter

IA(w):{l omw€ A ()

0 annars, dvs omw ¢ A



sa ser vi att I4 dr en stokastisk wvariabel, ty en funktion fran Q till R. Den kallas for
indikatorvariabeln for hdndelsen A.

Mer allmént, kommer vi att betrakta R"-virda stokastiska variabler, dvs funktioner

£:Q— R™ (2)

I princip finns det inget som hindrar oss fran att definiera stokastiska variabler fran € till
ett valfritt rum. Ett direkt exempel &r t ex att tillata C-viirda stokastiska variabler (dvs
komplex-virda). Ett annat, kanske mindre uppenbart, far vi om vi forst later 7' = [0, 00),

och sedan definierar
£:Q—RT

sa dr £ en odndligtdimensionell stokastisk variabel eller, om man sa vill, en stokastisk process:
for varje w € Q sa har vi en R-véird funktion £(¢) i variabeln ¢ € T'.

Eftersom stokastiska processer generellt sitt dr oéndligtdimensionella stokastiska variab-
ler, sa det kan verka rimligt att man forst lar sig behérska stokastiska variabler av dndlig
dimension. Man har dessutom stor direkt nytta av dessa grundldggande kunskaper i ana-
lysen av stokastiska prcocesser vilket vi kommer att se senare.

Det bor papekas att det normala sprakbruket dr att man med en stokastiska variabel
menar ett stokastist objekt av dndlig dimension, typiskt enligt ekvation (2) ovan, men det
ar nyttigt att forsta att en stokastisk process endast dr en generalisering av detta koncept.

Notera att héndelser uttryckta for en stokastiska variabel &, t ex £ € B for en delméngd
B € R, 6verfors till hindelser uttryckta som en delmingd av Q ! enligt

{€eB}={weN:{w)eB}CN

dér uttrycket till hoger uttalas: “de w € Q sa att £(w) tillhér B”. w-beroendet markeras
séllan explicit, utan vi nojer oss med att héndelser uttrycks i £&. Vi kommer salunda att
noja oss med att skriva {€ < 2} da vi menar {w € Q: {(w) < 2}, for en R-vird stokastisk
variabel &.

I fortsdttningen kommer vi oftast att skriva s.v. for stokastisk variabel.

'Detta ar egentligen ett krav pa den stokastiska variabeln, att “lampliga” delméngder av R™ (i detta
fall), overfors till “lampliga” delméngder av €, som vi kan berdkna sannolikheten for. Vi séiger att den
stokastiska variabeln skall vara métbar. Detta dr dock tekniska deltaljer som tillhor en fortsidttningskurs i
sannolikhetsteori.



For en R"-vird s.v. £ = (&1,...,&,) och en vektor = (z1,...,2,) € R", later vi {¢ < z}
beteckna

{{<at={G<z,.... & <2}
Def 0.4 (Férdelningsfunktion).
Férdelningsfunktionen Fe for en R"-vérd s.v.  defineras enligt:
Fe(o) =P <z)=P(& <a1,...,60 < Tn)
forz = (x1,...,2,) € R,

Exempel 1 (forts).Den stokastiska variabeln & = {antalet prickar upp} enligt tidigare
har fordelningsfunktion

forx <1
fork<z<k+1ochke{l,...,5}
forx>6

Fe(z) =

= 3 O

Exempel 3 (forts).Indikatorvariabeln I for hindelsen A har férdelningsfunktionen

0 forx <0
Fr,(z)=¢1-P(A) foir0<z<1
1 forxz>1

Foljande enkla resultat ar nyttigt att ha i atanke nir man jobbar med férdelningsfunktioner:
Sats 0.5 (ena riktningen).
En férdelningsfunktion Fe for en R-vdrd s.v. dr

o vizande, dvs Fe(x) < Fe(y) for x <y

o higerkontinuerlig, dvs limy,|, F¢(y) = F¢(x), samt har foljande grinsvirden

o lim, . Fe(x) =0 och limy_o Fe(z) =1

Diskreta stokastiska variabler

En stokastisk variabel sigs { ségs vara diskret om méngden av mdjliga vérden (2 &r
diskret, t ex N eller Z. I sa fall definieras dess frekvensfunktion enligt

fg(:ﬂ) :P(é-:I) :P(§1 =x1,...,én :xn)

For x € R™ \ Q¢ later vi fe(z) = 0.

Exempel 1 (forts).l vart tarningsexempel sa dr givetvis & diskret ty Q¢ = {1,...,6}.
Dess frekvensfunktion dr

fg(x):P(fza:):é for x € Q¢

Notera att



samt att

Y felw) =) fel@) =1

z€R™ r€Qe
pga definitionen av sannolikhetsmatt.

Kontinuerliga stokastiska variabler

En stokastisk variabel sigs ¢ sigs vara kontinuerlig? om dess férdelningsfunktion kan skri-
vas
Fe(z) =P <) = fely) dy
y<z
for nagon icke-negativ funktion f¢ (dér integralen skall tolkas som en n-dimensionell inte-
gral). I sa fall sdgs fe vara dess frekvensfunktion (eller téthetsfunktion).

Notera att vi &ven hér har
fe(x) >0 Ve eR"

samt det motsvarande

/ felx) = P(€ € R") = 1
rER"™

Sats 0.6 och 0.9.
For en mingd A CR"™ och en R"-vird s.v. § kan vi berikna P(§ € A) genom

S felw) =Y P =u)

z€A T€EA

beroende pa om & dr diskret eller kontinuerlig.

P(¢ € A) =

Vi har dessutom:
Sats 0.8
For en kontinuerlig R™-vdrd s.v. dir P(§ =x) =0 for x € R".

Sannolikheten for att £ skall anta ett specifikt virde z siger saledes ingenting for en
kontinuerlig stokastisk variabel (ty den &r noll for alla x). Diaremot kan man fraga sig vad
sannolikheten ar att den skall anta vérden i ett interval kring x:

r+Ax

Plee(o—dnatan)= [ flndy

Varning: Det finns stokastiska variabler (fordelningar) som varken &r kontinuerliga eller
diskreta.

2Denna definition skiljer sig fran kursbokens. Denna &r dock den brukliga och de ér faktiskt ekvivalenta,
sa vi kan lika géirna anvinda denna.



Vianteviarde, varians och kovarians

Def 0.7 (Viantevirde)

Vintevirdet E{{} for en R-vird s.v. definieras som

> @ felx)
z€eR

E{¢} =

x fe(z) dz
z€R

beroende pa om & dr diskret eller kontinuerlig. Ovanstaende gdller forutsatt att summan
respektive integralen dr absolutkonvergent. Om detta inte gdller, existerar inte vintevdrdet
och vi sditter E{{} = co.

Observera att vintevirdet av en R-vird s.v. ar ett reellt tal; inget stokastisk Gver detta
alltsa, vi har “integrerat bort” allt stokastiskt.

Foljande sats dr mycket viktig och kan sigas vara en generalisering av definitionen:
Sats 0.12
Om g dr en funktion g : R — R sa har vi

> 9(x) fe(x)

z€eR

E{g(¢)} =
s tewydo
zeR

aterigen forutsatt att vi har absolutkonvergens.
Exempel pa vanliga g(z) &r 2 och |z|.

Exempel 1 (forts.). Vintevirdet av & = {antal prickar upp} dr

=3

[ R
N | =

6
E{¢} =Y kP(E=k) = k

6
k=1 k=1

vilket de flesta ldr sig redan som barn dven om man inte kallade det for vintevdrde da...

Exempel 3 (forts.). Vintevirdet for indikatorn 14 dr
E{l;}=0-P(I4=0)+1-P(Is=1)=P(,=1) = P(4) (3)

eftersom I, endast antar virdena 0 och 1, samt att {Ia = 1} = {w € A} enligt definitionen
av I, se ekvation (1).

Notera att for diskreta s.v. s& sammanfaller vanteviardet med medelvirdet av virdena som
£ kan anta om sannolikheten att anta ett virde &r lika stor for alla viarden. I allménhet
for diskreta s.v., kan man tolka vinteviardet som ett viktat medelvirde, dar vikten for
varje virde z dr P({ = z). For indikatorvariabeln ser vi att véntevérdet skiljer sig fran
medelvirdet 1/2 sa fort P(A) # 1/2.




Def 0.8 (Varians och kovarians).

Kovariansen mellan tva R-virda s.v. £ och n definieras

Cov{¢,n} = E{({ — B{¢})(n — E{n})}.

Variansen dr for en s.v. £ definieras

Var{¢} = Cov{¢, ¢} = E{( — E{f})Q}

Definitionen av variansen kan ldsas som “den forvintade kvadratavvikelsen fran vintevéirdet”,
och dr saledes ett matt pa spridningen av £ fran dess vintevirde. Kovariansen mellan tva
stokastiska variabler &r ett matt pa (linjart) beroende mellan de tva.

Genom att utveckla produkterna i Def 0.8, far vi Sats 0.14

Cov{¢,n} =E{({ —E{¢})(n —E{n})}
~E{&n — E{¢}n — E{n}¢ + B{n}B{¢}} (4)
=E{¢n} — E{SE{n}

och saledes
Var{¢} = E{¢"} - (B{¢})? (5)

dar vi i (4) forst utvecklade produkten innanfor det yttersta véntevérdet och dérefter
utnyttjade linjériteten hos véntevirdet (Sats 0.13):

E{alfl +... .+ an&n} = alE{gl} +.+ anE{gn} (6)

for R-vérda stokastiska variabler &1,...,&, och tal ay,...,a, € R.

Ekvation (5) anvinds ofta for att berikna variansen for stokastiska variabler diar E{¢?}
berédknas mha Sats 0.12.

Exempel pa fordelningar

Hér kommer en repetition av nagra fordelningar som du kanske kommer ihag fran grund-
kursen (4ven om namnen pa nagra kan vara skiljda fran de du lart dig).

Bernoulliférdelningen

Om vi later £ vara 1 med sannolikhet p, och 0 med sannolikhet 1 — p, sédger vi att £ ar
Bernoulliférdelad med parameter p. For detta skriver vi & ~ Bernoulli(p).

Exempel 3 (forts.).

Enligt ovanstaende definition dr en indikatorvariabel 14 for en hindelse A, Bernoul-
liférdelad med parameter p = P(A).

Enligt beriikningen (3) sa #r E{¢} = p. Om vi anviinder Sats 0.12 for att berikna E{¢?} =
p sa far vi

Var{¢} = E{¢*} — (E{¢})* =p—p* = p(1 —p)
med hjélp av (5) ovan.



Binomialférdelningen

Om vi gor n stycken oberoende férsok, dér vart och ett har sannolikheten p att lyckas, och
later £ vara summan av de lyckade forsdken, sa far £ frekvensfunktion

fe(x) =P =2)= (n>px(1 —p)"*  forz e {0,...,n}

X

dér (") = ——=—, den sa kallade binomialkoefficient. Uttrycket kommer sig av att
x z!(n—x)!

p*(1—p ar sannolikheten for en specifik konfiguration av av z lyckade och n — z
misslyckade forsok. Eftersom det finns (Z) olika sadana konfigurationer sa far vi resultatet.

)n—x

Vi séger att & dr binomialférdelad och skriver & ~ Bin(n, p).

Fordelningsfunktionen skriver vi

2
Fe(z)=P((<z) =) (k>pk(1 —p)" "

k=0

for x € [0,n], dar vi med [z | menar heltalsdelen av x. Fér x < 0 och > n ér Fg(z) =0
respektive 1.

Observera att vi kan skriva £ som en summa av n stycken oberoende® Bernoulli(p)-variabler

515"’7571

Hérigenom blir vintevardes berdkningen mycket l4tt med hjélp av ekvation (6):

B{e} = B{& +...+ &) = B{G)} ... + B{&) =np

For varianser behover vi “lana” ett resultat av Sats 0.21 som siger att variansen av en
summa av oberoende s.v. 4r summan av dess varianser. Salunda har vi

Var{¢} = Var{¢ + ...+ &} = Var{¢ } + ... + Var{{,} = np(1 — p)

med hjélp av variansen for en Bernoulliférdelad s.v.

Exempel 1 (forts.).Om vi kastar en sexsidig tirning 3 ganger och later n vara antalet
ganger vi far en sexa, sa dr n ~ Bin(3, %) med frekvensfunktion

)PP(1—p)pP=(1—-pP=15 forz=0
)1 —p)?=3p(1—p? =35 forz=1
)P2(1—p)l=3p*(1—p) =32  forz=2
)PP —p)° =p* =g forz =3

)
~~
Iy
I
8
N~—
Il
N N N N

WWNWH WO W

Det forvintade antalet sexor pa tre kast dr

E{€}=np=3%:%

3Notera att vi har inte gatt igenom vad oberoende s.v. &r &nnu, bara vad oberoende hindelser &r.
Definitionen &r dock véldigt lik den for héndelser och jag tror nog att du begriper (intuitivt) vad som
menas med det...
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Geometrisk fordelning

Betrakta en héndelse som har sannolikhet p att lyckas och att vi upprepar foérsdken
tills héndelsen intréffar (och att vi antar att varje forsok &ar oberoende av de foregaende
forsoken).

Lat £ beteckna antalet forsok tills handelsen intraffar (dvs tills vi “lyckas” forsta gangen).
Da siigs € vara geometriskt fordelad med parameter p, beteckning & ~ Geo(p). Frekvens-
funktionen blir

fe(x) =Pl =2)=(1-p)*'p forzel,2...

dér sannolikheten kommer sig av att vi har z — 1 misslyckade forsok, med sannolikhet 1 —p
vardera, samt ett lyckat.

Fordelningsfunktionen blir

lz) l=)
Fe(z)=) (1-p'p=p> (1-p)’
k=1 k=1
for > 0. Viser att summan dr en geometrisk summa, vilket &r férklaringen till férdelningens
namn.

Dess vintevirde ar E{¢} = %, vilket dr vad man hade sagt utan nagon som helst san-
nolikhetsteori; om nagot har sannolikhet p att lyckas sa far man i genomsnitt vinta 1/p
innan det intréiffar forsta gangen (testa med p = 1/6, forsta gangen man far en sex med
en sexsidig tdrning).

Variansen dr Var{{} = lp_—f, vilket kanske inte dr lika lédtt att tolka...

Notera skillnaden mot binomialférdelningen dér vi forst fixerar antalet forsok n, och sedan
réknar hur manga av dessa som lyckades. I den geometriska fordelningen fortsétter vi
forsoken endast tills vi lyckas forsta gangen.

Diskret likformig

Om vi, for givet n, later
1
Pl=x)=— forxze{l,...,n},
n

dvs drar ett element fran n mojliga med lika stor sannolikhet for varje val, sa sédger vi
att & ar likformigt fordelad 6ver de n elementen. Detta dr saledes en generalisering av £ i
tarningsexemplet, dar n = 6, till kast med en n-sidig tarning.

Ofta uttrycks detta “vilj ett av de n elementen pa mafa”, dir “pa mafa” menas likformigt.
Viantevirdet:
n n
1 1nn+1) n+1
Ev =N "ktP=K=N k=== -
{¢} kZ_l (€="h) ; == :

Dessutom har vi

n

E{¢’} = 1 ZkQ = [ anvand Beta! ] = ln(n +1)@2n+1) = (n+1)@n+1)
n = n 6
sa att (n+ )24 1) Lo 2,
n+ n + n+ n® —
Varie) = 6 N ( 2 ) 12
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Exponentialférdelningen

Om ¢ &r en kontinuerlig s.v. med frekvensfunktion

Ae ™ for x>0
€T g
fé( ) {0 for x <0

for nagot A > 0, sa sdgs £ vara exponentialférdelad med parameter (eller intensitet) .
Detta betecknas & ~ exp(\).

Dess fordelningsfunktion &r
Few) =P <o) = [ felwydy= [ ae My = [-e ] —1o e
—o0 0

for x > 0 och F¢(xz) = 0 for z < 0, dér forsta likheten ér definitionen av fordelningsfunktion
och andra likheten av Sats 0.9 (egentligen foljer de tva forsta likheterna av var definition
pa en kontinuerlig s.v.).

Vintevérde ar
o0 [e.9] 1
E{¢} = / z fe(x)de = / e M dr = [Partiell int.} =3

Dessutom:

E{¢’} = / 2? fe(x) do = / 22 e M dx = [Partiell int. tva ggr} =2

. 2 1\ 1
Varleh = 55 - (3) = %
aterigen med hjilp av ekvation (5).

Exponentialférdelningen anviinds ofta for att modellera betjianingstider (t ex den tid det
tar for att fa prata med en telefonoperator nér man ringer till CSN), samt livlingder for
mekaniska och elektriska komponenter.

Kontinuerligt likformig

Lat a < b. Vi séiger att £ #r likformigt fordelad 6ver intervallet [a, b] om

- orr € |a
k@—{” or e e 0.l

0 for ovriga
Vi kommer att anvéinda beteckningen Ula,b] for denna foérdelning (som i wniform pa
engelska).

Aven om P(¢ = ) saknar innebord for en kontinuerlig s.v. (eftersom P(¢ = z) = 0 for
alla x enligt Sats 0.8), sa kan man ténka pa en likformig s.v. som att vi viljer ett reellt
tal mellan @ och b med lika stor sannolikhet, eller “pa mafa”.

Vintevirde och variansen berdknas latt, mha ekvation (5), till

a+b _ (b—a)?
5 samt Var{{} = TR

E{¢} =

12



Poissonférdelningen

Lat A > 0. Om & dr en R-vérd dikret s.v. med frekvensfunktion

DL

Je@)=PE=2)=7e" forze{0,1,2,..}

sa séger vi att £ dr Poissonfordelad med intensitet \. Beteckning £ ~ Po(\).

Viantevardet ar

& Ak . . e )\k . & )\n+1
E{¢} = ke =c Z(k_l)!:[n:k‘—l}::e =
k=0 k=1 n=0
ty > ooop % ar Taylorutveckling for e*. Dessutom har vi
o0 k o0 k o0 n+1
E{¢?} = kz)\—e_’\:e_)‘ k A = n—i—l)\ =AA+1
{€ k! (k—1)! n!
k=0 ' k=1 ’ n=0 '

sé att Var{¢} = A(A+1) — A2 =\

Sist men inte minst betydelsefull:

Normalférdelningen

Om ¢ &r en kontinuerlig R-vird s.v. med frekvensfunktion

1 _@=w?
fe(x) = —=e 207 for z € R

V2o

for nagot u € R och o > 0, sa ségs ¢ vara normalfordelad (eller Gaussiskt fordelad) med
vintevirde p och varians o2, beteckning N( u, 02).

[\

En normalférdelad s.v. med = 0 och o = 1 ségs vara standard normalférdelad.

Foga forvanande, med tanke pa namnen pa parametrarna till fordelningen, sa ér E{{} = u
och Var{¢} = o2 Detta dr dock inget sjilvklart, utan kriver sin beriikning (med bl a
l6sningen av en standardintegral fran Matematisk Analys).

Det finns inget slutet uttryck for fordelningsfunktionen, utan man far forlita sig till datorn
eller tabeller for detta (det senare fick du sikert 6va nést intill forbannelse i grundkursen...).

Att normalférdelningen dr viktig kommer sig av Centrala Grénsvérdessatsen (CGS), som
siger lite 16st att summan av n stycken oberoende stokastiska variabler &1,...,&, ar ap-
proximativt normalférdelad for stora virden pa n, under det enda villkoret att Var{¢;} =
0?2 < o0o. (Variablerna &; var for sig behover alltsa inte vara likafordelade, dvs ha samma
fordelning.)

Kan man saledes motivera att “nagot slumpméssigt” tillkommit genom addition av en
méngd olika, oberoende “slumpméssigheter” (och som beter sig enligt férutsittningarna
for CGS), sa har man motiverat anvindandet av normalférdelningen for detta.

Att normalférdelade variabler och processer dessutom ofta &r ldtta att rdkna pa (i alla fall i
forhallande till mycket annat), bidrar ytterligare till normalférdelningens popularitet. Just
pa grund av detta skall man ocksa kanske vara lite extra kritisk till en eventuell motivering
enligt foregaende stycke.
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Som ett sista exempel skall jag visa anvindbarheten av Sats 0.2.
Exempel 4 .

Antag att vi dr med i ett lotteri dir man varje insats far ett Po(\)-fordelat antal lotter.
Varje lott dr, oberoende av de andra lotterna, en vinstlott med sannolikheten p € (0,1).
Lat n beteckna antalet vinstlotter och berikna sannolikheten P(n = k).

Infor beteckningen & for antalet lotter. (Skilj pa lotter och wvinstlotter, en lott dr endast
vinstlott med sannolikhet p.)

Om & inte vore stokastiskt utan ett fixt tal, sdg n, sa hade det varit ldtt att berdkna san-
nolikheten for k vinstlotter; i sa fall dr ju n ~ Bin(n,p). Eller hur? (Titta pa definitionen
av binomialfordelningen.)

Vi har saledes kommit fram till att
n n— o
P( = k| € =n) = (k)pm _pE forke {01, ).

n

Eftersom & ir Po(\)-fordelad, si P(& =n) = 21e=*, och eftersom U p{é=n}=Q (v

n!
maste ju fa nagot antal lotter!), kan vi applicera Sats 0.2:

For k €{0,1,...} gdller
P(n=Fk) =Y P(n=k|E=n)P(E=n) = [P(1=k|§=n) =0 forn < k|
n=0
= (n D e n! ek A"
=§<k>pk(1—p) et =e A7;€k!(n_k)!p":(1—p) gl

e - (=) F
= (n— &)l = |m=n—#k| =

n=~k
k m
1 —
=e () Z (@ =P = [Summan ir Taylorutvecklingen av e =P
kb — m!
— oA (p)‘)ke(kp))\ _ (P)\)kefp)\
k! k!

vilket identifieras som frekvensfunktionen for en Po(p)\)-fordelad s.v.
Detta kallas for en uttunnad Poissonfordelning.

Rikningarna ovan tillhor kanske inte de ldttaste, men Sats 0.2 gjorde det i alla fall mdajligt
att berdikna den sokta sannolikheten och detta dr ett typiskt exempel pa dess tillimpning.
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