Stokastiska Processer F2: Forelasning 11

Nu skall vi borja med Markovkedjor. Vi borjar med att endast diskutera Markov Kedjor i
diskret tid.

Markovkedjor i diskret tid
Vi borjar med ett exempel.

Antag att vi har en “slumpvandrare” i en stad bestaende av fyra gator och fyra gatuhérn
bendmnda v, vg, v3 och vy. De fyra gatorna ar forbundna i tur och ordning fran vy till vs,
vidare till v3, v4 och slutligen tillbaka till v; igen.

Vid t = 0 star var slumpvandrare vid vy, singlar en slant och gar till vo vid klave och till
vg vid krona. Det tar en tidsenhet att ga fran gatuhorn till gatuhorn, sa vid t = 1 &r han
framme vid vy eller vid vy beroende pa vad myntet visade. Vi antar hir att myntet &r
balanserat sa det &r lika stor sannolikhet for klave som for krona.

Nu upprepar han proceduren och gar med lika sannolikhet till ett av de tva angrinsande
gatuhdrnen och ar framme vid tidpunkt ¢ = 2. Och sa vidare...

Lat X,, beteckna indexet for gatuhtrnet han befinner sig pa vid tid n.
{X,}22, blir saledes en {1, 2,3, 4}-viird stokastisk process i diskret tid.

Vi har vidare givet att
PXo=1)=1

eftersom han boérjade vid gatuhérn nummer 1, och dessutom att

eftersom myntet var “réattvist”.

For n = 2 far vi nu genom betingning

)P(X1=2)+P(Xo =1|X5 =4)P(X; =4)

och pa samma sitt att

P(X2=3)=Y P(Xy=3|X; =k)P(X; =k) = -

4
k=1

Vi inser att vi med fordel anvidnder betingade sannolikheter.

Antag att personen vid tid n befinner sig vid vy. Da har vi

P(Xpi1 =3X, =2) =

N =N =

P(Xpi =1|X,=2)=



pga slantsinglingsproceduren och gatunétets utseende.

Fragan &r nu: Vad blir de betingade sannolikheterna att X, 11 = 3 resp X,,41 = 1 om vi
istallet betingar pa X,:s hela historia? Dvs, vad &r

P(X,1=31X, =2, X1 =ip_1,...,X1 =11, X0 = 1p)

for nagra val ip_1,...,i9 € {1,2,3,4}7 Sjélvklart spelar inte historien nagon roll eftersom
slantsinglingarna antogs (atminstone underforstatt) vara oberoende. Det viktiga #r saledes
var vi befinner oss nu, i tidpunkt n.

Med andra ord har vi

. . ) 1
P(Xn+1 = 3 ‘Xn = 2,Xn_1 = Ip—1y--- ,X1 = Zl,XO = 7,0) = P(X,H_l = 3 ’Xn = 2) = 5

for alla val av i,_1,...,i0 € {1,2,3,4}.

Detta kallas for minnesloshetsegenskapen, mer kint som Markovegenskapen:

Fordelningen for X, 11 givet {X,..., X, } beror bara pa X,,.

Annorlunda kan man se det som, for att gora bista mojliga forutsigelse om vad processen
ar “imorgon”, dvs vid tid n + 1, behover jag bara betrakta var processen &r idag, vid tid
n, eftersom det forflutna, tid 0,1,...,n — 1, inte ger nagon intressant information.

En process i diskret tid {X,, },en sigs vara en Markovkedja (i diskret tid), om den har
ovan ndmnda Markovegenskap.

Processens virdeméngd kallas for tillstandsrum, beteckning S, och varje element s € S
kallas for tillstand.

En annan intressant aspekt for vart exempel &r att fordelningen for X, 1 givet vad X,
ar, dr detsamma for varje n € N, eftersom vandraren gér samma slags slantsinglingar hela
tiden.

Vi sdger att Markovkedjan dr tidshomogen om
P(Xpi1=7|Xn=1)=P(X1 =j[Xo=1)
for varje val av n € N.

Vi antar i fortsdttningen att Markovkedjor dr tidshomogena, om inget annat anges.

Overgangssannolikheterna pi; for en tidshomogen Markovkedja i diskret tid definieras som

pij = P(Xpy1 = j| Xy =)

Matrisen P, med p;; som element pa rad 7 och kolumn j, kallas for 6vergangsmatrisen.
Notera att P dr en &dndlig matris endast om tillstandsrummet &r dndligt.

Ett annat vanligt namn fér 6vergangsmatris dr transitionsmatris.

For exemplet med vandraren har vi

Y

I
= O N= O
O NI O Nl
= O Nl O
O I= O o=



Notera att varje 6vergangsmatris har ickenegativa element,
P;>0 Vijes
samt att radsumman alltid ar 1,

» Pj=1 Vies

JES
eftersom Pj; = p;j = P(Xp41 = j|Xn =14) > 0, respektive att

1=P(X,1 €5|X,=i)=) PXpp1=j|Xp=i)=) Py
JjES JjES

enligt principen “nagot maste ju intraffa”.

Fordelningen for kedjan {X, }nen vid en viss tidpunkt n, definieras som radvektorn (™)
med j:te element
u" = P(X, = j)

Fordelningen vid n = 0, p(9), kallas for startfordelning eller begynnelseférdelning.

Notera att x(™ #r en sannolikhetsfordelning, och att vi saledes har

SuM=1 vneN
JES

For exemplet har vi
1 = (P(Xy=1),P(Xo =2),P(Xp = 3), P(Xo = 4)) = (1,0,0,0)

eftersom vandraren, enligt specifikation, alltid borjar i gatuhérn v;.

Dessutom har vi, enligt tidigare berédkningar,

Hur gor vi for da for att beriikna p(™? Skall vi behdva fortsiitta pa samma besvirliga sitt
som vi gjorde for slumpvandraren, med ett tidsteg i taget?

2)

Det visar sig att vi, givet startfordelning u(©) och évergangsmatris P, kan berikna g™, 2, ..

vildigt enkelt.

Sats: For en tidshomogen Markovkedja {X,},en med tillstandsrum S, startférdelning
19 och évergangsmatris P, har vi for varje n € N att

dér P™ &r P multiplicerat med sig sjilv n ganger.



Bevis: Vi skall visa pastaendet med induktion.
Vi har, for n =1 och j € 5, att

w =P(X1=j) =Y P(X1=j[Xo=)P(Xo=i) = y_ Pyp”
€S (IS

=> Py = (uP),
€S

enligt definitionerna pa ¢vergangssannolikhet och matrismultiplikation.

Antag nu att (™ = p(O P giller for n = m. Fér n = m + 1 far vi da

1€S i€s

= ( ™ p)j

precis pa samma sitt som ovan for n = 1. Med andra ord har vi
‘u(m+1) _ ,u(m)P

men enligt induktionsantagandet har vi att p(™ = p(0 P™ och vi far

u(m-‘rl) — ’u(m)P _ M(O)PmP — M(O)Pm+1

och vi ar klara.

En bra beteckning och som anvénds mycket, &r p;j(n) och som &r

pij(n) =P(Xpym = J[Xm = 1)
(0)

Genom att vilja p, ° = 1 och 0 annars, och Markovegenskapen tillsammans med tidsho-

mogenitet, far vi fran satsen ovan att:
pij(n) = (P")i
dvs elementet pa den i:te raden och j:te kolumnen i matrisen P".

Man bor overtyga sig om att detta resultat &r vettigt; varje applicering av matrisen P
propagerar sannolikhetsférdelningen ett steg framat i tiden.



