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Fortsédttning Markovkedjor

Med att specificera en Markovkedja menar vi att man bestdmmer Gvergangsmatrisen P.
Detta sédger ju allt om dynamiken fér processen.

Om vi dessutom vet hur kedjan startar, dvs startférdelningen u(9, sa kan vi berikna
kedjans dndligtdimensionella fordelningar

P(Xnk :]/m?Xno :]0)
for k € N och jo,...,jr € S.
Antag att 0 < ng < nq,... <ng € N. Da har vi

. C P(Xn = jar s X =
P(Xnk:jk7"‘7Xn():]0): ( —k J 20

‘].O)P(XnO =jo) = [etc...]

P(Xno = jO)
P(Xnk :jk‘vXTLk,1 :jk—17"'?Xno :]0) P(an :j17X7L0 :]0) .
= — — — P(Xnozjo)
P(Xnk,1 _,]k:—la"'aXno _jO) P(Xno _]0)
= P(Xnk = Jk ‘Xnkfl = jkfl) Teeet P(Xm =N ’Xno = jO)P(Xno = .70>
= Pjy v (M = ni=1) - pjo gy (1 — mo) (WO P™)

dir p; jn) = pij(n) = (P");; och dér vi mellan andra och tredje raden utnyttjade defini-
tionen av betingad sannolikhet

P(Xnk = jkaXnk,1 = jk—la s 7Xn0 = ,70)
P(Xn_y = Jk—15--+Xng = Jo)

= P(Xnk = ]k |Xnk,1 = jk—l, ) Xno = ]U)
samt Markovegenskapen

P(Xnk = jk |Xnk_1 = jk—1> M Xn() = ]0) = P(Xnk = ]k |Xnk_1 = jk—l)

och analogt for de andra termerna.

Alltsa: de dndligtdimensionella fordelningarna till en Markovkedja bestdms av startfordelningen

19 och évergangsmatrisen P.

En radvektor 7 &r en stationéir férdelning om

1. m; > 0 for allai € S

3. nP=n~x

Notera att de tva forsta kraven endast sager att 7 dr en fordelning for Markovkedjan. Det
viktiga dr krav nummer tre, att fordelningen 7 &r invariant under avbildningen P.

Notera vidare att detta innebér att om p'*0 = 7 for nagot ng sa har vi

u(") = ,u("O)P"_”O =PV = gpproTl — pprmnol —  — g



Om kedjan nagon gang far den stationéira fordelningen s& kommer den att ha denna
fordelning for alla efterféljande tidpunkter. Observera att det &r fordelningen som &r sam-
ma; det innebér inte att man stannar i samma, tillstand.

Varning: Alla kedjor har inte stationira fordelningar.

Om p;;(n) = (P™);; > 0 for nagot n sa séger vi att ¢ € S kommunicerar med j € S Om
dven j € S kommunicerar med ¢ € S sa ségs ¢ och j kommunicera med varandra.

Att ett tillstand 7 € S kommunicerar med j € S innebér alltsa att det dr mojligt (sanno-
likheten &r positiv) att ga fran i till j inom #ndlig tid pa nagot sétt, dvs mojligen genom
att passera andra tillstand “pa vigen”.

Om det &r sa att alla par 4,5 € S kommunicerar med varandra, sa sidgs kedjan vara
irreducibel. Det innebér alltsa att vi kan na alla tillstand fran vilket tillstand som helst,

pa ett dndligt antal tidsenheter dock sa tar det generellt sétt olika lang tid gd mellan de
olika paren.

Kedjan i exemplet med slumpvandraren fran forra féreldsningen &r irreducibel ty vi kan
ta oss fran ett tillstand till vilket annat inom tva tidsenheter.

Kedjan med 6vergangsmatris

1-p »p 0 0
q 1—q 0 O
0 0 01
0 0 10

ar dock inte irreducibel. Den kan “reduceras ner” till tva olika kedjor beroende pa
utfallet av Xj.

Ett viktigt verktyg for att askadliggora en Markovkedja &r genom att rita upp dess
tillstandsgraf. Man ritar upp varje tillstand som en cirkel, sedan drar man pilar fran varje
tillstand 7 € S till de tillstand j € S som é&r sadana att p;; &r positiv, dvs sadana som man
kan ga till fran 4 direkt, pa en tidsenhet.

Om man i 6vergangsgrafen for ett tillstand i € s, hittar en vig till ett annat tillstand
J € S genom att folja pilarna i grafen, sa kommunicerar ¢ med j och p;;(n) > 0 for nagot
n (vilket &r lika med antalet pilar vi var tvungna att folja for att komma till j). Observera
att det racker att man kan hitta en vig for att visa att ett tillstand kommunicerar med
ett annat.

Lat, for j € S,
N(j) ={n>1:pjj(n) >0}
dvs de mgjliga tiderna tills kedjan kan aterkomma till j € S.

Nu definieras perioden for j € S, d(j), som den storsta gemensamma delaren for N(5).

Tillstandet j € S sigs vara aperiodiskt om d(j) = 1 och periodiskt om d(j) > 1.
Vidare sigs Markovkedjan vara aperiodisk om alla tillstand &r aperiodiska.

I exemplet med slumpvandraren ar alla tillstand periodiska med period 2, eftersom vi
endast kan ta oss tillbaka till starttillstandet i jamna multiplar av 2. Salunda &r denna
kedja ej aperiodisk.

Nu kommer en mycket anvindbar sats:



Sats: I en irreducibel tidsdiskret Markovkedja har alla tillstdnd samma period.

For att kontrollera om en irreducibel kedja &r aperiodisk sa récker det alltsa att ta reda
pa perioden for ett tillstand. Om den &r 1 sa &r kedjan aperiodisk, och annars inte.

For ett tillstand j € S definieras rekurrenstiden
Tj =min{n >1: X, = j}

Rekurrenstiden &r alltsa den tid det tar att komma till tillstandet j € S.

Medelrekurrenstiden definieras som

m; = E{T;[Xo = j}

alltsa hur lang tid det tar “i genomsnitt” att komma tillbaka till j € S om vi borjar kedjan
ijes.

Sats: En irreducibel kedja har stationér fordelning = om och endast om alla medelrekur-

renstider m; &r dndliga. I sa fall &r 7 entydigt bestdmd av 7; = m%

For exemplet med slumpvandraren har vi ju att

0 3 0 3
1 1
po|b 00
0 3 0 3
1 1
3 050
och fér denna kedja uppfyller 7 = (i, %, %,%) kravet 1 = wP, s4 m Ar en stationr

fordelning.

Ur detta tillsammans med ovanstaende sats far vi att medelrekurrenstiderna

. 1
m; =B{T;|Xo = j} = — =4

J

for alla j € {1,2,3,4}. Det tar alltsa i genomsnitt 4 tidsenheter innan man kommer tillbaka
till sin starttillstand.

Om vi istéllet véljer att berdkna medelrekurrenstiderna forst och sedan anviénda satsen
ovan for att berdkna den stationéra fordelningen, sa far vi

P(Th =2k|Xo=1)=P(Xop = 1, {Xo, #1} |Xo = 1) =
k—1
=P(Xor = 1| Xo4-1) = 3)(1—[ P(Xor = 3| Xo(—1) = 3))P(X2 =3[Xo=1) =
r=2
1,1 k11
-3 -2
212 2
och vi har att antalet tidssteg om langd 2 tills vi “traffar” tillstand 1 igen, givet att vi
bérjar i Xo = 1, a&r Geo(1/2)-fordelat. Eftersom en Geo(1/2)-férdelad s.v. har vintevirde
2 sa har vi

m1 = E{T} |Xo = 1} = 2E{Antalet tidssteg om lingd 2|Xg =1} =2-2=4



Samma raknningar géller fér alla j sa har vi att m; = 4 for alla j och satsen ger oss att

T = m;1 = % for alla j € {1,2,3,4} vilket ju & samma resultat som vi enkelt fick direkt

genom att titta pa overgangsmatrisen P.

Om S ar dndlig, dvs S = {s1,..., s} for nagot k < oo, och Markovkedjan &r irreducibel
och aperiodisk, sa kan man visa att

mj:E{Tj|X0:j}<OO VjESZ{Sl,...,Sk}

och saledes, med hjalp av ovanstaende sats, att Markovkedjan har unik stationér fordelning
7, bestdmd av

Wj:mj

Ett exempel pa en dndlig kedja som inte har unik stationdr fordelning &#r kedjan med

. . 1
overgangsmatris P = [0 (1)]



