Stokastiska Processer F2: Foreldsning 15

Fortsédttning tidskontinuerliga Markovkedjor

Precis som for tidsdiskret kedjor har vi en 6vergangsmatris. Skillnaden &r att den nu &r
en matrisvard funktion av tiden, P;:

(Pr)ij = P( X = j| Xs = 1)

Tidsparametern spelar mycket samma roll som exponenten gjorde for tidsdiskreta Mar-
kovkedjor ((P*);; var ju P(X,1x = j|X,, = i)) och beter sig i stort pa samma sitt. Till
exempel sa haller Chapman-Kolmogorov ekvationen:

PS—I—t:PsPt

Att bevisa detta dr ren matris rdkning och en applikation av Markov egenskapen. Vi har
dven att kedjans fordelning i tiden ¢ ges av:

40 = O p,

dar p©

Om en kedja &r likformig sa finns kan 6vergangsmatrisen relateras till generatorn G:
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Detta motiverar (pa sitt och vis) att vi tidigare kallade g;; takten med vilken kedjan gar

fran tillstand ¢ till j.

En fordelning 7 &r stationédr om 7P, = « for alla tider ¢. Detta géiller om och endast om:
G = 0.

En fordelning ar alltsa stationidr om takten med vilken vi lamnar den &r noll.

Exempel: Stationir Telegrafsignal En tidskontinuerlig Markovkedja med tillstandsrum
S = {0, 1} och generator:
A=A
=[]

kan liknas vid en telegrafsignal. Det ses direkt att den stationéira fordelningen &ar m = (%, %)
Alltsa &r det en stationdr process om vi utgar fran denna fordelningen.

En stationiir telegrafsignal studerades tidigare med langa berikningar i bokens tal 3.9.
Genom att se det som en Markov kedja i stéllet, behévs inga rédkningar alls!



Exempel: Poissonprocessen Poissonprocessen ér en tidskontinuerlig Markovkedja { Xt }+>0
med tillsandsrum S = Z™, generator:

A A 0 0
0 A XA 0
G=10 0 =X A

och startfordelning p(©) = (1,0,0,...).

Observera att G dr en matris av odndlig storlek, eftersom Possionprocessens tillstandsrummet
ar odndligt. (Detta dr okej, om man kan vara siker pa att alla summor, t ex Zjes Gij
konvergerar.)

Poissonprocessen har ingen stationédr fordelningen: hur den &n startas kommer den att
véxa med tiden.

Exempel: Fédelsed6dsprocess En fodelseddsprocess ér en tidskontinuerlig Markovked-
ja {Xi}i>0 med tillsandsrum S = Z7T, och generator:

-0 Ao 0 0

o —(p1+ A1) A1 0
G=19 - Aa) A
2 (2 +A2) A2

Sats: En fodelsedodsprocess X; har stationér férdelning 7 omm.
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