Stokastiska Processer F2: Foreldsning 3

Karakteristisk funktion:

Den karakteristiska funktionen ¢¢ : R" — C for en R"-vérd s.v. definieras
¢£(t) frnd E{eiQﬂ-(tlfl“l‘---"‘tnfn)} — E{eiQﬂ'tT{‘}

for t € R™.

Den karakteristiska funktionen dr alltsa vintevirdet av en komplex funktion av den R"-
vérda stokastiska variabeln. (Vi har inte definierat hur man hanterar vintevérden av kom-
plexvirda funktioner av s.v. men pga linjiriteten hos véntevirdet sa kan du nog sikert
sjilv klura ut hur man lampligen definierar detta.)

Ovning 1.5: Berdkna k.f. for en Po(\)-fordelad s.v. &
Lésning: Vi har
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Notera att detta dr en komplexvdrd funktion avt € R.

Observera att for kontinuerliga s.v. sa dr ¢¢ (den n-dimensionella) Fouriertransformen
av frekvensfunktionen f:

oty = [ e ) da

Allmént har vi

karakteristiska funktioner Ar Fouriertransformer pa sannolikhetsférdelningar

Vi kan saledes anvinda teori fran Fourieranalys for att dra slutsatser om de karakteristiska
funktionerna. Vi far bland annat

Entydighet: Tva R"-virda s.v. £ och n &r likaférdelade om och endast om deras k.f. &r
lika, dvs
Fe(x) = Fy(z) Vo € R" <= ¢¢(t) = ¢p(t) VE € R"

Jamfor med hur det ar for Fouriertransformen av tva funktioner och om dessa ar lika.

Oberoende: Tva s.v. £ och ) &r oberoende om och endast om
Pre.m) (8,1) = de(s) dy(t)

Notera att vi aterigen har ett exempel pa att oberoende faktoriserar.

Karakteristiska funktioner &r ett mycket viktigt verktyg i manga delar av sannolikhetste-
orin precis som Fourieranalys &r i matematisk analys.



Stokastiska processer
En stokastisk process ér en funktion X : Qx 7T +— R dér T kallas {or (tids)parameterméngd.

Vanligtvis uteldimnas w-beroendet och vi skriver {X () };+er precis som vi oftast skriver £
istéllet for {(w) for en s.v.

Man kan betrakta definitionen av en stokastisk process pa flera olika sétt:

e En stokastisk process ér en familj {X (¢) };er av stokastiska variabler, dvs for varje
teT dar X(t) ens.v.

e Vikan ocksa se det som att, for ett visst utfall wg € €2, sa &r X (wo, t) en vanlig reellvéird
funktion fran t € T', precis som om &(wp) dr ett vanligt tal for ett fixt utfall wy € Q.

Funktionen X (wo,t) av t € T for ett visst utfall wp kallas for en realisering av den stokas-
tiska processen.

I denna kurs kommer ¢ € T med fa undantag att beteckna tid och t kallas saledes for
tidsparameter och 1" for tidsparameterméngd.

Vi skiljer pa processer i diskret och kontinuerlig tid beroende pa om tidsparameterméngden
ar diskret (t.ex delméngder av Z) eller inte.

Som forsta exempel pa en stokastisk process ser vi pa Poissonprocessen.

Poissonprocessen: Lat £1,&s,... vara oberoende exp(\)-fordelade s.v. f6r nagot A > 0.
Om processen { X () };+>0 definieras enligt

0 for0<t<&
1 for& <t<&+6

X() = 2 for§H+6L<t<b+&L+E

sa sigs X vara en Poissonprocess med intensitet A. Notera att Poissonprocessen dr en
process i kontinuerlig tid men tar vérden i en diskret méngd {0, 1,2,...}.

En annan process ar:
Diskret vitt brus:

Lat e(0), e(£1), e(£2), ... vara okorrelerade s.v., alla med viintevirde 0 och varians o2. D&
ségs processen {e(t)}iez vara diskret vitt brus.

Notera att diskret vitt brus &r en tisdiskret process (ddrav namnet!). Virdeméngden &r
inte definierad dock, oavsett om det ar en diskret méngd eller inte sa kallas den for diskret
vitt brus, bara villkoren i definitionen &r uppfyllda.

Vilka verktyg behover vi for att kunna sidga nagot om sannolikheten for att en sto-
kastisk process antar vissa virden, t.ex for att beriikna sannolikheter som P(X (k) >
4 for nagot k < 9) for en diskret stokastisk process X7

For en s.v. ¢ klarade vi oss med fordelningsfunktionen F¢(z) = P(£ < z) for att kunna
berdkna P(¢{ € B) for valfritt B C R™. Foljande klassiska exempel belyser varfor detta
inte ricker for stokastiska processer.



Exempel: Lat Y (t) =& for allat € Z dir & ar N(0,1)-fordelad. Lat vidare X vara diskret
vitt brus dar alla X (t), for t € Z dr oberoende och N(0,1)-fordelade.

Fizera t € 7 och titta pa fordelningen for X (t) respektive Y (t):
Fxp(z) =P(X(t) <) = (x) =P <2) =P(Y(t) < x) = Fyq(z)

dir @ betecknar fordelningsfunktionen for en N(0,1)-férdelad s.v.

Alltsa dr fordelningen for X(t) och Y (t) samma for alla t € Z dven om processerna ar
totalt olika; Y dr ju konstant samma vdrde for alla t, medan X tar olika vdrden for alla
t.

Det récker alltsa inte att titta pa 1-dimensionella férdelningar av processvirden. Det vore
ju faktiskt ganska konstigt om sa vore fallet; stokastiska processer &r ju oéndligtdimensionella
stokastiska objekt och det vore vil underligt om det rickte att titta pa fordelningen i en
dimension i taget for att beskriva processen.

Vad vi behover dr de n-dimensionella férdelningarna:

For olika n € N och t1,...,t, € T kallas uppséttningen av férdelningar
F(X(t1),...,X(tn)(x17 ce ,.I‘n) = P(X(tl) < L1y ,X(tl) < mn)

for de n-dimensionella férdelningarna eller de dndligtdimensionella férdelningarna till pro-
cessern { X (t) }ier.

Kéannedom om dessa ar tillrickligt for att kunna uttala sig om sannolikheter for stokastiska
processer. Tyvarr sa dr dessa, forutom att oftast vara besvérliga att arbeta med, inte alltid
tillgéngliga for oss. I sa fall far man hitta en kompromiss, i denna kurs bestar kompromissen
av att titta pa momentfunktioner, dir vintevirdena och kovariansen mellan godtyckliga
processvirden ingar. Mer om detta senare.

Nu kommer nagra viktiga begrepp:

En stok. proc. {X(t)}+>0 séigs ha oberoende 8kningar om
X(tn) — X(tn-1), X(tn-1) = X(tn—2),..., X (t2) — X(t1)

ar oberoende s.v. for alla valavn € Noch 0 <t; <ty < ... <t, < oo.

En stok. proc. { X (t) }+>0 séigs ha stationéra 6kningar om V¢ > 0 det géller att fordelningen
for
X(t+s)—X(s)

ej beror pa s > 0.

En stok. proc {X(¢)}+>0 som har bade oberoende tkningar och stationéra ckningar sigs
vara en Lévyprocess.

Sats 1.1: En Poissonprocess {X (t) }+>0 dr en Lévyprocess med X (0) = 0. Vidare har vi
att X(s+t) — X(s) 2 X(t) ~Po(At). !

"Med £ menas att de har samma férdelning.



En stok. proc {X(¢) }1er ségs vara stationir om

(Xt +h), ..., X(ta + 1) 2 (X(t1),..., X (tn))

for alla val avn € N, t1,...,t, € T, h € R sa att t1+h,...,t,+h € T, dvs om de
dndligtdimensionella férdelningarna dr invarianta (oférindrade) under tids-
translationer.

En stok. proc {X(¢)}+>0 &r sjalvsimildr med index x > 0 om, for n € N, A > 0 och
ti,...,t, > 0, vi har att

(XM, X (M) 2 VX (B1), .. N X (£))

Sjalvsimiléritet dr att processens fordelning dr oférandrad om vi “zoomar in” pa den (upp
till en skalforéindring i de virden som den antar; ddrav faktorn \*).

En exempel pa en sjilvsimilar process Lévyprocess som vi kommer att stéta pad manga
ganger, ar den viktiga Wienerprocessen, eller Brownsk rérelse som den ocksa kallas.

Det existerar inte alltid “intressanta” processer med godtyckliga kombinationer av ovanstaende
egenskaper. Exempelvis om en process ar stationédr och samtidigt har oberoende och sta-
tiondra okningar sa maste X (t) = 0 for alla t med sannolikhet 1. Se Ovning 3.1.

En sats som kan vara anvindbar for att koppla ihop stationéra och sjéalvsimiléra processer
ar foljande

Sats 1.2 (Lamperti) : En process {X(t)}:>0 &r sjilvsimilér med index £ > 0 om och
endast om processen Y definierad enligt Y () = e ** X (e™) for t € R, #r stationiir for
alla o > 0.

Nista vecka skall vi ga in pa momentfunktioner. Vi sag tidigare att de 1-dimensionella
fordelningarna inte gav oss tillricklig information for att kunna beskriva en process (ef-
tersom tva totalt olika processer hade samma 1-dim fordelningar).

Vi kravde istéllet kdinnedom om de n-dimensinella férdelningarna, dvs férdelningen for
den R™-vérda s.v. av processvirden

for olika n € N och ty,...,t, €T
Detta kan dock bli for mycket jobb att analysera dessa sa vi behover en kompromiss.

Nagot som i manga tillimpningar ofta fungerar som en god kompromiss (och som atminstone
ger en kvantitativ beskrivning av processen) dr processens momentfunktioner.



