Stokastiska Processer F2: Foreldsning 4

Momentfunktioner:

Vi sag att de 1-dimensionella fordelningarna inte gav oss tillrécklig information for att
kunna beskriva en process. De n-dimensionella férdelningarna ger oss detta, men &r ofta
svara att skriva ner samt anvénda. I tillimpningar anvénds ofta processens momentfunk-
tioner som kompromiss. Dessa &r bestdmda av processens tvadimensionella férdelningar.

Viantevirdesfunktionen(vvf) my : T — R for en stok. proc. {X(t)}ier &r definierad
som
mx(t) =E{X(t)} forteT

och variansfunktionen(vf) Vx : T'— R &r definierad som
Vx(t) = Var{X(t)} forteT

forutsatt att E{X (t)} < oo resp. E{X (#)?} < o0.

myx séger nagot om tyngdpunkten for fordelningen av X (¢) i en viss tidpunkt ¢ € T' och
Vx nagot om spridningen.

Notera att vi endast behover de endimensionella férdelningarna for att berdkna mx och
Vx och &r salunda d&nnu svagare dn dessa.

mx och Vx séger heller inget om beroendestrukturen mellan tva processvirden.

Vi behover alltsa nagot mer.

Kovariansfunktionen(kvf) rx : 7' x T + R {or en stok. proc. &r definierad som
x(s,t) = Cov{X(s),X(t)} fors,teT

forutsatt att E{X (t)?} < co for t € T.

Kovariansfunktionen siger nagot om graden av linjirt beroende mellan tva processvirden

X(s) och X (¢).

Tva andra momentfunktioner som enbart ar varianter av kvf ar

e andramomentfunktionen, Rx(s,t) = E{X(s)X(t)} och
e korrelationsfunktionen, px(s,t) = rx(s,t)//Vx(s)/Vx(t)
Notera att

x(s,t) = Cov{X(s), X(1)} = E{X(s) X (1)} —E{X (s)}E{X (1)} = Rx(s,t)—mx(s)mx(t)

Korskovariansfunktionen rxy : T, x T, — R mellan tva processer {X(t)}:cr, och
{Y (t)}ter, definieras som

rxy(s,t) = Cov{X(s),Y(t)}




Vvf och kvf fér Lévyprocesser

Om {X(t)}+>0 &r en process med stationéra okningar och om E{X (t)} < oo, sa uppfyller
vinteviardesfunktionen myx foljande ekvation

mx(S + t) == mX(S) + mx(t)
Bevis (Ovning 2.7):
mx(s+t) =E{X(s+t)} =E{X(s+t)-X(t)+X(t)} =E{X(s+t)-X()} + E{X(¢)} =
= |Stationéra 6kningar: X (s +t)— X () Z X(s)—X(0)] =
=E{X(s)-X(0)} + E{X (1)} = mx(s) + mx(t)

Om processen dessutom har oberoende 6kningar sa uppfyller processens variansfunktionen
ekvationen

Vx(s+1t)=Vx(s) + Vx(t)
Bevis (Ovning 2.8):
V(s +1) = Var{X(s + )} = Var{X(s + t) - X (t)+ X (t)} =

- [Oberoende skningar: X (s +)— X (¢) och X (%) oberoende] -
= Var{X(s + t)— X (t)} + Var{X(t)} = |Stationira bkningar] -
= Var{X(s)—X(0)} + Var{X(t)} = Vx(s) + Vx(¢)

Ovning 2.27 ger oss nu att

mx (t) =mx (1)t

och
Vx(t) = Vx(1)t

och detta giller saledes for alla Lévyprocesser.

For kovariansfunktionen far vi, for s < ¢,

rx(s,t) = Cov{X(s), X (t)} = Cov{X(s), X(t)—X(s)+X(s)} =
= Cov{X(s), X(t)—X(s)} + Cov{X(s), X(s)} =

= | X (s) och X (t)—X(s) oberoende | =
=04 Vx(s) =Vx(1)s
Analogt for s > ¢ far vi rx(s,t) = Vx(t) = Vx (1)t och saledes

rx(s,t) = Vx (1) min{s,t}



For att sammanfatta har vi alltsa att om {X (¢)}+>0 &r en Lévyprocess med X (0) = 0, sa
maste dess vvf och kvf ha foljande struktur:

o mx(t) = mx(1)t

e rx(s,t) =Vx (1) min{s,t}

Detta dr mycket viktigt och anvindbart da man skall dra slutsatser om Lévyprocesser.

Notera dock att det omvéinda generellt sett inte haller, dvs om en process har ovanstaende
struktur pa kvf och vvf sa behdver den inte vara en Lévyprocess. For att avgora detta maste
man (utan ytterligare villkor) titta pa de n-dimensionella férdelningarna och se om proces-
sen har oberoende och stationéira ckningar (vilket ju &r definitionen pa en Lévyprocess).

For en Poissonprocess X med intensitet A har vi
mx (1) = E{X(1)} = A

och
Vx(1) = Var{X (1)} = A

eftersom X (t) ~ Po(\t) enligt Sats 1.1, samt att véntevirdet och variansen f6r en Po(\t)-
fordelad s.v. ar At.

Vi har alltsa att

[ ] mx(t) =Xt

o rx(s,t) = Amin{s,t}

for en Poissonprocess X.

En Wienerprocess {W (t)}+>0 dr en Lévyprocess och har (avsnitt 4.3)

e my(t)=0

o r(s,t) = o?min{s, t}

dir 0% > 0 dr en parameter (helt enkelt variansen for W (1)).

For processen {Y (t)}1>0 dér Y (t) = X () — Mt for en Poissonprocess X med intensitet A,
sa galler att
my(t) =E{Y(t)} =E{X(t) =M} =E{X(#)} - Xt =0
samt
ry(s,t) = Cov{Y (s),Y(t)} = Cov{X(s)—As, X(t)—At} =
= [Kovariansen mellan tal och s.v. dr 0| =

= Cov{X(s),X(t)} =rx(s,t) = Amin{s,t}

Denna process har alltsa samma vvf och kvf som Wienerprocessen (om vi viljer A =
0?). Dessutom dr Y #r ocksa en Lévyprocess enligt Ovning 1.13. Trots dessa likheter i
egenskaper sa dr processerna totalt olika. Detta dr alltsa ytterligare ett exempel pa att
man far vara forsiktig med att dra slutsatser om en process enbart genom att betrakta vvf
och kvf.



