Stokastiska Processer F2: Foreldsning 6

Gaussiska processer

Gaussiska processer ar inte en klass av processer i samma mening som vi klassificerar en
process som t.ex en Lévyprocess eller en svagt stationdr process. Att en process dr Gaussisk
séger istéllet nagonting om fordelningen av sjilva processvirdena (exakt hur kommer vi
snart till). En Gaussisk process kan alltsa vara exempelvis en Lévyprocess, svagt stationr,
eller ha nagon av de andra egenskaperna som vi hittills gatt igenom.

Vi borjar med Gaussiska (normalférdelade) stokastiska variabler.

Def 0.14: En R-vird stokastisk variabel £ dr normalfordelad (eller Gaussisk) med vintevirde
p och varians o2, om den #r kontinuerlig och har frekvensfunktion
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Beteckningen for fordelningen &r N(u, o2).

Eftersom fordelningen for en s.v. bestdms entydigt av dess karakteristiska funktion sa kan
vi lika gérna definiera en s.v som N(u,0?)-fordelad om den har k.f.
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Att visa detta dr Ovning 0.6 tillsammans med Exempel 0.1.

Vi fortsatter med R"-varda normalfordelada stokastiska variabler.

Def 4.1: En R™-vird stokastisk variabel £ = (§1,...,&,) dr normalférdelad om varje
linjarkombination av dess komponenter dr normalférdelad, dvs om

n
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dr normalfordelad for alla val av aq,...,a, € R.

Kom ihag raknereglerna for véntevarde och varians som ger
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for t € R™.

Nu, eftersom det f6r varje & normalférdelad géller att linjadrkombinationer dr normalfordelade,
sa far vi med (1) ovan, foljande sats

Sats 4.1: En R"-vérd normalférdelad s.v. & har k.f.
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Notera 1:

Eftersom den karakteriska funktionen ¢, for en R"-vird normalférdelad s.v. £ bestdms av
w=E{¢} och V = Var{¢}, sa bestdms fordelningen for ¢ entydigt av p och V.

Notera 2:

Inspektion av ¢¢, och speciellt da uttrycket tTVt, tillsammans med Sats 0.34, ger att
komponenterna &1, ..., &, dr oberoende om och endast om

Cov{t, &} =0 fori#j,

dvs om och endast om komponenterna &r okorrelerade.

Nu skall vi definiera vad som menas med en Gaussisk process.

Def 4.2: En stokastisk process { X (t) }+er dr Gaussisk om (X (¢1), ..., X (t,)) dr en R"-vérd
normalfordelad s.v. for varje val av n € N och ¢,...,t, € T.

Alternativt, om vi direkt anvinder definitionen av R™-vird normalfordelad s.v.:

Def 4.2 (Alt): En stokastisk process { X (¢) }ser dr Gaussisk om

> apX(ty)
k=1

ar en R-vird normalfordelad s.v. for varje val avn € N, aq,...,a, € Roch ty,...,t, € T.

Notera 3:

Eftersom varje R-vird normalfordelad s.v. har véildefinierat véntevéirde och varians, sa har
en Gaussisk process X alltid vildefinierad vintevirdesfunktion och kovariansfunktion.

For att se detta, tag bara n = 1 i definitionen ovan och vi far att X (¢) & Gaussisk for
varje t € T vilket direkt implicerar att alla moment existerar, dvs att E{X (¢)"} < oo for
alla t € T och alla n € N.

Varning:

Gaussiska s.v. och processer dr vanliga och viktiga i tillimpningar men deras uppférande
och egenskaper ar inte representativt for s.v. och processer i allmédnhet. Manga egen-
skaper #r faktiskt unika for Gaussiska s.v. och processer.

Fran definitionen av en Gaussisk process och Notera 1 ovan, far vi nu att:

De n-dimensionella férdelningarna for en Gaussisk process X bestidms entydigt
av dess vvf mx och kvf rx.

En direkt foljd av detta blir att

En Gaussisk process ir stationidr om och endast om den &r svagt stationir.




Nu till definitionen av den viktigaste Gaussiska processen, Wienerprocessen.
Wienerprocessen {W (t)};>0 dr en Gaussisk process med vvf och kvf enligt
mw(t) =0
rw (s, t) = o? min(s, t)
for nagon konstant 02 > 0. Om o2 = 1 kallas W for en standard Wienerprocess.

Ett annat mycket vanligt namn fér Wienerprocessen dr Brownsk rérelse (Brownian
motion).

Sats 4.5: Wienerprocessen dr en Lévyprocess samt sjalvsimilar med index x = 1/2.

Bevis: Enligt vad vi konstaterat ovan bevhover vi endast kontrollera sa att processens vvf
och kvf uppfyller kraven.

Stationéra 6kningar: Vi vill visa att E{W (t + s) — W(s)} och Var{W (t + s) — W(s)} €j
beror pa s. Det forsta uttrycket &r alltid noll, och uppfyller kravet. For variansen géller:

Var{W(t+s)—W(s)} = Var{W(t+s)}+ Var{W(s)} — Cov{W(t+s),W(s)}
= o%(t+ )+ 0%s —20° min(t + s, 5)

= ot

Oberoende ckningar: Skillnaden mellan tva normalférdelade variabler &r igen normalférdelad,
sa ricker att visa att Cov{W (t +s) — W(s), W(s)} = 0.

Cov{W(t+s)—W(s),W(s)} = Cov{W(t+s), W(s)} —Cov{W(s),W(s)}

= o’min(t +s,5) — 0?s = 0.

Sjéalvsimilér: Vi vill visa att en tidsskalning med A motsvarar en skalning av processvirdenna
med /). Detta giller triviellt for vintevirdet, och &ven for kovariansen:

Cov{W(At,As)} = o?min()\t,\s)
= AoZmin(t, s)

= Cov{VAW (s), VAW (t)}.

Ornstein-Uhlenbeck-processen: Om W &r en Wienerprocess och a > 0 en konstant,
sé dr X (t) = e W (e2), for t € R, en stationir Gaussisk process med vvf

mx(t) = E{e_o‘tW(e%‘t)} = e_o‘tE{W(eQO‘t)} =0
och kvf
rx(t)=rx({t,t+71) = Cov{e*atW(ezo‘t), e*a(HT)W(eQO‘(HT))} =
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Ovanstaende rékningar visar att processen &r svagt stationdr. Om nu {X(¢)}ier &r en
Gaussisk process sa dr processen dven stationdr. Vad som aterstar att visa dr alltsa att X
ar Gaussisk. (Det dr inte sa mycket att visa; titta bara pa definitionen av Gaussisk process
och utnyttja att W &r en Gaussisk process.)




