Stokastiska Processer F2: Foreldsning 8

Konvergens av stokastiska variabler

Gréansvardesbegreppet dr vildigt centralt inom matematik. Som du kanske kommer ihag
fran matematisk analys sa definieras tex derivatan av en funktion f : R +— R i punkten
xo € R som grénsvirdet
f(@o + h) — f(zo)
h
och om det existerar, kallar vi det for derivatan i punkten x¢g € R av funktionen f och
betecknar den f’(z).

dah—0

Vad menas da med limes-utsagan ovan? Jo, att for varje e > 0 sa finns det ett § > 0 sa
att \”L f(zo)] < e for |h| < . De tva termerna innanfor absolutbeloppet kan
alltsd komma godtyckligt nira varandra genom att vélja ett tillrickligt litet h

Det &r sdttet pa hur vi méter “néra” som ar det vi skall definiera vad detta &r for stokastiska
vaiabler. For reella tal anvinder vi absolutbeloppet men hur skall vi gora for objekt som
ar stokastiska?

Inom sannolikhetsteorin finns flera olika konvergenssétt (precis som inom matematisk ana-
lys). De vanligaste for stokastiska variabler &r

1. Konvergens i fordelning: & 5 §da k — oo om Fy, — F; for alla utom hogst
upprékneligt manga x € R dér F¢ och F, 4r fordelningsfunktioner.

2. Konvergens i sannolikhet: & LA ¢dak — oo om P(|§ —&| > €) — 0 for varje val av
e > 0.

3. Nistan siker konvergens: & =3 ¢ da k — oo om P(limg o0 & = &) = 1. Ett annat
ord for detta dr konvergens med sannolikhet 1.
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4. Konvergens i kvadratiskt medel: & N € da k — oo om E{(& — €)?} — 0.

I denna kurs viéljer vi att arbeta med, i stort sétt uteslutande, konvergens i kvadratiskt
medel.

Def. 2.6 For R-virda s.v. § §1, &g, ... siger vi att & konvergerar i kvadratiskt medel mot
¢ da k — oo, och skriver & L ¢ eller 1 l.m. & =¢ (Lim.="limit in mean”), om det giller
att

E{£?} < oo

samt att
E{(& —¢)?} =0 dik— oo

Vi kommer i fortsdttningen ibland endast att skriva £ — £ for konvergens i kvadratiskt
medel om ingen risk for feltolkning foreligger.



Sats 2.3 (Momentsatsen) Antag att ll.ci.m. &, = & Da har vi
—0Q

E{&} — E{¢}
Var{¢,} — Var{¢}

E{g} — E{¢*}

Om dessutom Li.m.n; = 7, sa har vi ocksa
k—o0

E{&onk} — E{&n}
Cov{&, i} — Cov{¢, n}

Ett anvéndbart sétt att avgora om en sekvens av stokastiska variabler konvergerar (i
kvadratisk mening) mot nagon stokastisk variabel far vi nedan genom Cauchy- och Loéve-

kriteriet.
Fran analysen kommer du kanske ihag att en Cauchysekvens av reella tal z1,xs,... dr en
Cauchysekvens om lim |z, —x;| = 0. F6ljande sats séger att alla Cauchysekvenser av sto-

J1—o0
kastiska variabler £, med E{é,%} < oo konvergerar i kvadratiskt medel mot en kvadratiskt
integrerbar! s.v. €.
Sats 2.4 (Cauchy) For s.v. &,&, ... med E{&} < oo for k € N, giiller att ll.ﬁi.m. &, =¢
—00

for nadgon s.v. £ om och endast om

Jim (6 - €)%} =0

Ett ekvivalent kriterium &ar Loévekriteriet

Lim.§ existerar <= lim E{{&} existerar
k—o00 k,l—o0

som dessutom ger foljande:

Sats 2.5 For s.v. £1,&, ... med E{&?} < oo giller att

ifk konvergent <= i iE{ﬁkfl} < o0

k=1 k=11=1

Vidare har vi att

Z{k konvergent —- E{Z.{k}:ZE{fk}

k=1 k=1 k=1
Om dessutom 77,72, ... ir s.v. med E{n?} < oo giller ocksa att
(e.) (o] o (0.0) o o
ka och an konvergenta —- Cov{ka,an} = ZZCov{fk,nl}
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1 I1=1

L Att en stokastisk variabel ¢ #r kvadratiskt integrerbar &r en benimning for att E{¢%} < oo.
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Notera att vi med ) 7, & konvergent menar att > ;& = Y, Ky, = Yooy &k da
n — oo.

Kontinuitet och derivata i kvadratisk mening

Eftersom vi nu har ett konvergenssitt for stokastiska variabler sa kan vi genast definiera
kontinuitet av en stokastisk process. Vi haller oss till processer dér tidsparameterrumimet,
T, ar kontinuerligt sa att kontinuitet for processen har en naturlig mening.

2
Def 3.2 En stokastisk process {X(¢)}+er &r kontinuerlig i t9p € T om X (t) N X(to) da
t — to, dvs om E{X (t0)?} < co samt E{(X(t) — X (t0))?} — 0 da t — to.
Nu kommer ett exempel som till en borjan antagligen verkar férvirrande:

Exempel Lat {X(t)}+>0 vara en Poissonprocess med intensitet A och tag godtyckligt
to > 0. Vi har

E{X (t9)*} = Var{X(to)} + (E{X(to)})2 = o + (Mg)? < 00
samt
E{(X(t) - X(t))"} = Var{(X(t) - X(to)} + (E{X(t) - X(t0)})" =
= Vx (t) + Vx(to) — 2rx(t, to) + (A(t —tg))? =
= At +to — 2min(t, tg)) + A\2(t — tp)* =
=Nt —to] + N2(t—t9)> — 0 da t—tg
Poissonprocessen ar alltsa kontinuerlig i kvadratisk mening.

Men hur kan detta stdmma? Varje realisering X (wp, t) av en Poissonprocess &r ju en stegvis
okande funktion.

Svaret dr att var definition av kontinuitet faktiskt inte kréver att realiseringarna skall vara
kontinuerliga. Var definition gar ju ut pa att vi forst tar vintevirdet av kvadratskillnaden,
och sedan later tidsparametern nérma sig, pa sa sitt medelvirdesbildar vi bort hoppen
som man ser i varje enskild realisering, kan man séga.

Def 3.3 En stokastisk process { X (t) }ter ér deriverbar i ¢ty € T med derivata X'(t) om

Xlto+h) = X(t) 22 3145 aah— 0
h

dvs om E{X'(t0)%} < oo och B{(X (to + h) — X (to)/h — X'(t9))*} — 0 d& h — 0.



