Stokastiska Processer F2: Foreldsning 9

Kontinuitet och derivata for svagt stationira processer

For en svagt stationér process { X (¢) }rer sa kan man avgora eventuell kontinuitet och deri-
verbarhet hos genom att se pa kovariansfunktionens rx (7) kontinuitets och deriverbarhet.

Sats 3.1 En svagt stationér process { X (t)}+cr med kovariansfunktion rx (7), dr féljande
utsagor ekvivalenta

i) X dr kontinuerlig i nagot tg

)

ii) X &ar kontinuerlig
)
)

iii) rx(7) &r kontinuerlig i 7 =0

iv) rx(7) &r kontinuerlig

Observera att tredje villkoret séger det ar just i 7 = 0 som rx skall vara kontinuerlig.
Bevis: For ¢ godtyckligt har vi

E{(X(t+€) — X())*} = Var{X(t + €) — X()} + (B{X(t + ¢) — X(£)})

= Var{X(t+¢) — X(t)}
=Vx(t+e)+Vx(t) —2Cov{X(t+e¢€), X(t)}
— 2(rx(0) — rx(€)) = B{(X(to + €) — X (t0))}

ddr vi i andra och fjarde likheten anviinde att X #r svagt stationér (sista likheten &r
samma sak fast i punkten ¢y). Ovanstaende ger ekvivalenserna mellan i), ii) och iii).

Nu skall vi visa iii) = iv). Vi antar alltsa att rx(7) &r kontinuerlig i 7 = 0. Forst utnyttjar
vi att X ar svagt stationér for likheten
rx(t+e€) —rx(t) = Cov{X(s),X(s+t+¢€)} — Cov{X(s), X(s+1)}
= Cov{X(0),X(t+¢)} — Cov{X(0), X (t)}
= Cov{X(0),X(t+¢) —X(t)}

dér t ar godtyckligt. Nu anvéander vi Cauchy-Schwarz sats for att dra var slutsats:

’rX (t+¢€) — TX(t)} </ Var{X(0)}/Var{X(t +¢) — X(t)} = [ Se forsta berékningen
=V Vx(0)v/2(rx(0) - rx(e))

som ju gar mot noll da e — 0 eftersom vi antagit att rx var kontinuerlig 0.

Eftersom iv)=- iii) &r trivialt sa &r vi klara.




For att kontrollera om en svagt stationdr process X &r kontinuerlig (i alla ¢), behover vi
alltsa endast kontrollera om dess kovariansfunktion &r kontinuerlig fér 7 = 0.

For deriverbarhet har vi féljande:

Sats 3.6 For en svagt stationér process {X(¢)}er med kvf rx(7) dr foljande utsagor
ekvivalenta

i) X ar deriverbar i nagot tg

i)
ii) X &r deriverbar
iii) rx(7) dr tva ganger deriverbar i 7 =0
)

iv) rx(7) ar tva ganger deriverbar
Om nagot av ovanstaende giller sa har vi dven att
rx(1) = =1y (1) samt 7 (7) = —rx(—7) = Cov{X(t),X'(t + 1)}

Notera att rxs star fér kovariansfunktionen till processen X', derivatan av X.

Se dven Sats 3.7 som behandlar hogre ordningens derivator.

Hagelbrus

Lat &,&,...,m, 772, .. vara oberoende exp(\)-fordelade s.v. och g : R — R en integrerbar
funktion (dvs [%_|g(z)|dz < 00). Da definieras hagelbrus

00 k
X(t) :Z t—Z@ D gt+d m) for teR
k=1 =1

k=1

Med ord kan man tolka ovanstaende till: med tidsintervall som &r exp(\)-fordelade och
oberoende, anlidnder en signal med formen g. Kort och gott, hagelbrus dr en summa av
stokastiskt tidstranslaterade versioner av g.

Notera att £1,&s, ... och 1,79, . .. &r hopptiderna for tva oberoende Poissonprocesser. Om
g(x) = 1 for x > 0 och 0 annars, och om vi endast beaktar tiderna “framat” i tiden,
dvs de som bestdms av &1,&o,..., s & X en Poissonprocess. Man kan dock inte sidga

att Poissonprocessen ér en hagelbrusprocess eftersom detta val av g inte &r integrerbar.
(Foljande sats gor ocksa detta omojligt. Varfor?)

Sats 3.4 Hagelbrus dr svagt stationédrt med

[e.e]

mX:)\/oo g(x)dx och rX(t,t+T):)\/ g(x)g(z +7)dx

—0o0 —00



Konvergens av summor och integraler
Vi hoppar nu in pa kapitel 7 som behandlar filter.

Fran igar kommer ni kanske ihag Sats 2.5: summan av stokastiska variabler ).~ ; & kon-
vergerar mot nagon stokastisk variabel om och endast om dubbelsumman > "7, > 7% E{£:&}
konvergerar.

Detta ger foljande:

Sats 7.1 For en funktion g : Z — R och en stokastisk process {X(¢)}iez konvergerar

suminan
[e’¢)

om och endast om
o0 oo

> gk)g(DRx (k1) <

k=—o00l=—00

diir Ry (k,1) = B{X (k)X (I)}.

Denna sats har foljande foljdsats (corollarium) for svagt stationéra processer:

Corollarium 7.1 For en funktion g : Z — R och en svagt stationdr process {X(t)}iez
konvergerar

> g(k)X (k)
k=—o00

Z lg(k)| < o0
k=—o00

vilket inses genom att forst observera att Rx (k,l) = Rx(k —1) for X svagt stationér samt
att

|Rx (7)| = |rx (7) + m%| < |rx(7)| + m% < rx(0) + m% = Rx(0)
dar olikheten for rx kommer fran Sats 3.2.

Enligt forutsittningen > 72 |g(k)| < oo &r villkoret i Sats 7.1 uppfyllt eftersom

S R0 < 3 Y le®l a0 Bx0) = Rx©) 3 lo®)])” < o0

k=—o00l=—0c0 k=—o00l=—00 k=—00

Eftersom integraler inte &r nagot annat &n grinsvirden av summor sa har vi motsvarig-
heten till ovanstaende for integraler tillsammans med stokastiska processer i kontinuerlig
tid:

Sats 7.2 For en funktion g : R +— R och en stokastisk process {X (t)}:cr konvergerar
oo
| swxwa
—00

om och endast om

/Oo /Oo 9(s)g(t)Rx (s,t) dtds < oo

—00 J —0O0



samt
Corollarium 7.2 Fér en funktion g : R — R och en svagt stationdr process {X (t)}ier

konvergerar
| swxi

—0o0

om

| latoar <o

— 00

Viantevirdet av en summa (integral)

Om Y 2 g(k)X (k) existerar sa har vi enligt Sats 2.5:

o0 o0 [e.9]

E{ Y gk)X(k)}= > Elgk)X(K)}= Y g®EXE}= ) gk)ymx(k)

k=—o00 k=—00 k=—o0 k=—o00

Kovariansen mellan tva summor (integraler)

Om vi har att > o2 g(k)X (k) och Y32 h(k)Y (k) bada existerar for nagra funktioner
g,h : Z — R och stokastiska processer X och Y sa har vi &ven enligt sats 2.5, att

Cov{ Y g(k)X(k), > h(R)Y(R)}= > > g(k)h()) Rxy (kD)

k=—o00 k=—o00 k=—o00l=—0c0

dér Rx y(k,l) = Cov{X(k), X(l)} ar korskovariansen mellan X och Y.

Motsvarigheten till ovanstaende géller d&ven for stokastiska processer i kontinuerlig tid, med
integraler istéllet for summor.




