Ovningar

0.1. For en R2-vérd s.v. (§,n) &r £ diskret och 5 kontinuerlig, med

fen(kyy) = ZP{E=k,n<y} = A(\y)¥/(k!) e72M
for k€N och y>0. Visa att fe ,(k,y) &r en frekvensfunktion, dvs. att >
w0 Jy—o fen(k,y)dy = 1. Berskna E{¢n} och P{¢=1}.

0.2. For en R*-viird s.v. (£,n) med frekvensfunktion f¢,(z,y) ges enligt
sats 0.11 frekvensfunktionen for n (n’s s.k. marginalfrekvensfunktion) av
) Zzeﬂf feqn(x,y) om & #r diskret
y =
! IZ fem(z,y)dz  om £ &r kontinuerlig
a) Bestidm 7’s marginalfrekvensfunktion for variabeln (£,7) i 6vning 0.1.
Bestdm den betingade frekvensfunktionen fe|,(z|y) for ({|n=y).

b) Ange uttryck for P{{<k|n=y} och E{¢|n=y}. Vilken férdelning har
(&|n=y)? Stimmer detta med virdet for E{{|n=y}?

c) (GEOMETRISK FORDELNING) Berdkna P{{<k} och E{{}. Ens.v. n ar
geometriskt fordelad med parameter p€ (0,1) om P{n=k} = (1—p)*1p,
k=1,2,... . Visa att £€+1 &r geometrisk.

0.3. For vilka val av talet peR & V = (; g) en variansmatris?
0.4. Vilj ett tal peR sd att V = (; [1) ) &r en variansmatris (se Svning
0.3). Lat vidare £ och 5 vara oberoende N(0, 1)-fordelade s.v. och definiera

en R*-vird s.v. (=(&, af+bn). For vilka val av talen a,be€R #r Var{(}=
V? Vilken fordelning har d& komponenten (> =al+bn?

0.5. Bestim ¢¢(0) for den karakteristiska funktionen ¢¢(¢) for en s.v. &.

0.6. Bestidm med hjilp av exempel 0.1 ¢¢(t) for en s.v. £~N(p,o?).

0.7. Vilj peR saatt V = (; f) ir en variansmatris (se 6vning 0.3),
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lat & och n vara oberoende N(0,1)-fordelade s.v., samt vilj a,b€R sa att
¢=(&a&+bn) har Var{(}=V (se 6vning 0.4). Bestim den karakteristiska
funktionen ¢¢:R* - C for (. Nir dr komponenterna (; och (> oberoende?

0.8. Utfallsrummet Q = {1,2,3,4,5,6} har sannolikhetsmattet P{{i}} =
o4 for i €. Berikna P{ANB}, P{AUB}, P{A|B} och P{B|A} for hin-
delserna A={2,3} och B={3,4}. Ar A och C={4,5} oberoende?

0.9. Berikna P{{=k|{+n=n} for k=0,1,...,n d& & och n &r obero-
ende Po()\)-fordelade s.v. Utnyttja att £+n &r Po(2))-fordelad (sats 0.28).

0.10. Beridkna E{{|{+n=y} for yeR da £ och n dr oberoende N(0,1)-
fordelade s.v. Utnyttja att fe eqn(®,y) = fe(z) fr(y—2).

0.11. Bestidm frekvensfunktionen for ¢ =¢2+n2 da £ och n #r oberoende
N(0, 1)-fordelade s.v.

0.12. Bestim E{g({)} da g:[a,b] >R ar integrerbar &ver intervallet [a, b]

och &,...,&, é&r likformigt fordelade 6ver [a,b]. Varfor &r (b—a)g(§) =
(b—a)(g(&1)+.--+9(&))/n ungefir lika med fabg(m) dz for stora n?

0.13. Bestidm den karakteristiska funktionen ¢¢(t) for {~exp()). Kan man
berdkna f¢(x) utgdende fran ¢¢(t) via Fouriers inversionsformel sats 0.317

0.14. Lat £ och 5 vara oberoende s.v. med likformig fordelning dver [—1,1].
Bestdm de karakteristiska funktionerna ¢¢(t), ¢¢ ,(s,t) och ¢eyn(t).

0.15. Beridkna P{|(—n|>2} da £ och n dr oberoende s.v. med likformig
fordelning &ver [0,1]. Bestdm sedan fordelningsfunktionen F¢(z) for (=
(1—1¢€—n|)2. Slutsats?

0.16. En R"-vird s.v. £€=(&1,...,&,) som ir likformigt férdelad dver omré-
det O CR" har frekvensfuktion f¢(z) =1/volym(0O) fér = 0. Bestdm

E{|¢|} och Var{|{|} for radien |£|=\/EF+E&2+&2 avens.v. £=(£1,&,8)
med likformig fordelning &ver enhetsklotet {z€R3: |z|<1} i R3.

0.17. Uttryck inverstransformen ffooo e~ 27m2g(x) dr av en integrerbar funk-
tion g:R—R med hjilp av Fouriertransformen §(t)= [ e?™*g(z) dz.

0.18. Lat ¢ vara en R?-viird s.v. med varians V = (312 3{2). Berikna

variansen for 1 = ((1) %)E och (= (1 —1)¢& Ar V verkligen en varians?

1.1. Bersikna P{X(1)>1, X(2)>2, X(3)>3} for en Poissonprocess {X (t)
}e>0 med intensitet 1.



iii

1.2. Bestim E{X(1)?X(2)} d& {X(¢)}+>0 ir en Poissonprocess.

1.3. Skriv P{X(1)>Y (1)} som en dubbelsumma (som ej behtver beridknas)
for oberoende Poissonprocesser {X (t)}+>0 och {Y'(¢)}¢>0 med intensitet 1.

1.6. Berikna frekvensfunktionen fx(,,),... x(s,)(x) for en Poissonprocess
{X(t)}tZO da 0<s1<...<8p.

1.7. Berikna den karakteristiska funktionen ¢x(,,), .. x(s,)(t) for en Pois-
sonprocess {X (t)}¢>0 d& 0<s51<...<5p.

1.9. Vilken approximativ férdelning har (X (t)—\t)/v/At for stora t enligt
cgs. (centrala gransvardessatsen, sats 0.26) da {X(t)}¢>0 &r en Poissonpro-
cess med intensitet A?

1.10. Berikna approximativt P{\t+av/\t < X(t) < M+bV/At} for stora
t och a<b da {X(t)}:>0 #r en Poissonprocess med intensitet A.

1.11. (NORMALAPPROXIMATION AV POISSONFORDELNING) Bestim den ka-
rakteristiska funktionen ¢, /x(t) for {~Po(}A). Vad hénder dd A— oo?
Slutsats?

1.13. Ar X(t)— Xt en Lévy process for en Poissonprocess {X (t)};>0 med
intensitet A?

1.14. Satt X(¢) = Z}j‘fl“’ &, for oberoende likafordelade s.v. {&;}52,. Har
{X(t)}+>0 oberoende och/eller stationéra ckningar?

1.16. Uttryck den (multivariata) karakteristiska funktionen BX(s1),.0, X(5n)
(t1,...,tn) med hjélp av de (univariata) karakteristiska funktionerna {¢x )
}s>0 da {X(t)}+>0 &r en Lévy process med X (0)=0.

1.17. Ange en vanlig (icke-stokastisk) funktion X (¢) som &r stationr.
1.18. Ar diskret vitt brus stationzirt?
1.21. Ange en vanlig (icke-stokastisk) funktion X (t) som &r sjélvsimilér.

1.22. Lat {X(¢)}s>0 vara en Poissonprocess och x,t>0. Kan X (vt) och
5 X (t) vara likafordelade for alla y>0? Ar Poissonprocessen sjilvsimiliir?

2.1. Bestsim kvf. for X (t) = e 'Y (e*) da {Y (t)};>0 &r en Poissonprocess.

2.2. Lat {e,gl)}kez och {eg)}kez vara oberoende diskreta vita brus och A
en 2|2-matris. Bestim Var{X;,,} for
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x® et x M 0
Xppr = "Ml =AX,+ [ * dir Xo=|["°%.|= )
k+1 <X,§3_)1> k 61(62) 0 X(gz) 0
2.3. Finn korskrf. pz, z, mellan Z;(t)=X(t)+Y (t) och Za(t)=X(t)-Y (¢
1,42

for X (t) och Y (t) oberoende Poissonprocesser med intensiteter Ax och Ay.

2.5. Ar ¢ och 5 oberoende eller okorrelerade da (£,n) #r en R?-viird s.v.
med Q¢ ) ={(0,0), (£1,£1)} samt fi¢,)(0,0)=% och fe (£l +£1)=57?

2.6. Ar |E{¢}| < E{|¢|} < [E{¢?}]'/? for en s.v. €7

2.7. Visa att om processen {X(t)}¢>o har stationira 6kningar och X (0)=0
[samt E{|X(t)|} <oco for t>0], sd &r mx(s+t) = mx(s)+mx(t).

2.8. Visa att om {X(t)}+>0 &r en Lévyprocess med X (0)=0 [och E{X(¢)
}<oo for t>0] sd dr Vx(s+t) = Vx(s)+Vx(t).

2.9. Ar Cov{¢,n}=2 mojligt for s.v. € och 7 med Var{¢} = Var{n} =17

2.10. Under vilka villkor pa r(s,s), 7(s,t), r(t,s) och r(t,t) dr r:{s,t}x
{s,t} >R en kvf. for distinkta s,t€R?

2.11. Ar R:[0,00)x[0,00) =R given av R(s,t) = max{s,t} en amf.?
2.15. Vad giller for py, och o7 di k—o00 om N(ug,0%) ~ & — &7

2.16. Konvergerar & da k — oo for oberoende s.v. &;,&2,... med &~
N(ug,07) sddanaatt limp_,oo g och limy_,o o3 existerar (och &r dndliga)?

2.17. [CHEBYSHEVS OLIKHET| Visa att P{|¢|>e} <E{£2}/e? for £>0.
2.18. Visa att limg oo P{|&—&| >} =0 da lim.;,00&k=¢. Slutsats?

2.20. Visa att E{|e?76k —ei27t6|21 < 2[1—cos(2nte)] + AP{|&—¢| >} for
s.v. £,&1,&,... ochsmd €>0. Vad giller for ¢¢, (t) d& k— o0 om & —&?

2.21. Lat &,&,... varas.v. med & ~N(pg,01). Om Lim. o0& =§,
vilken fordelning har da £? Vad giller om istéllet & ~Po(A;) konvergerar?

2.23. For vilka tal {o}32, konvergerar Y .- ope(k) da {e(k)}rez &r
diskret vitt brus?

2.24. For vilka sviter {u}3°, och {07}, konvergerar > 72 & da &, &
,... 8r oberoende s.v. med & ~N(uy,07)?

2.28. Bestim kvf. r; for X(t)=X(t)+mx(t)Y for {X(t)}ser en process
med amf. Rx och Y en s.v. oberoende av X med Var{Y}=1. Slutsats?
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2.29. Bestim amf. Ry for X (t) = X (t)—mx(t) di {X(t)}eer &r en pro-
cess med kvf. rx. Slutsats?

3.1. Kan en Lévyprocess {X(t)};>0 med X(0)=0 vara stationér?

3.2. Bestém kvf. for processen Y (t) = cos(At+¥) X(t) da AeR &r en kon-
stant, {X (t)}+er en svagt stationdr process med mx =0 och kvf. rx, samt
¥ en s.v. oberoende av X med likformig f6rdelning 6ver [0,n].

3.3. Bestdm kvf. for X (t) = £ cos(2n ft+¥)+n sin(2x ft+¥) da fER &ren
konstant och ¥ vilken som helst s.v., samt £ och n &r s.v. oberoende av ¥
med E{{} =E{n} =0, Cov{{,n} =0 och Var{¢} = Var{n} =0? < c.

3.4. (LAgPass) Over en seriekoppling av en resistans R och en kapacitans
C' anbringas en svagt stationir spanning {X (¢)}:cr. Ange ett samband mel-
lan rx och kvf. for spinningen U(t) 6ver kapacitansen.

3.5. (HOGPAss) Over en seriekoppling av en resistans R och en induk-
tans L anbringas en svagt stationir spanning {X (¢)}:cr. Ange ett samband
mellan rx och kvf. fér spanningen U(t) 6ver induktansen.

3.9. (STATIONAR TELEGRAFSIGNAL) Bestim mx(t) och rx(¢,t+7) for
X(t) = 1[1-(-1)5+Y®)] da {Y(t)}+>0 &r en Poissonprocess och ¢ en {0,1}-
viird s.v. oberoende av Y med P{{=0} =P{(=1} =1 via sambanden

B{X(t)X(t+7)} = P{X(t)=X(t+7)=1}
=P{£+Y(t) udda, Y(t+7)—Y(t) jaimn} = ; P{Y(r) jimn}.

3.10. (TELEGRAFSIGNAL) Berdkna mx (t) =P{X(t)=1} och rx for X(t)
= 11— (-1)Y®] da {V(t)}+>0 &ren Poissonprocess och ¢ en {0, 1}-véird
s.v. oberoende av ¥ med P{{=0}=1-P{{=1}=p. Ar X svagt stationir?

3.14. For vilka funktioner P:R—R &r r(r) = [*_ e®™™P(f)df enkvf.?
3.15. Bestim vvf. och kvf. fér hagelbrus med g¢(z) = ¢(z) = V%—Fe_‘”z/z.
3.16. Bestiim vvf. och kvf. for hagelbrus med g(z)=e~*|.

3.19. Bestidm 7’ (0) for en deriverbar svagt stationér process {X(t)}ier-

3.21. Nir ar hagelbrus kontinuerligt? Nér dr hagelbrus deriverbart?

3.23. (PRODUKTDERIVATA) Bestdm derivatan av X (¢)Y (¢) da {X(¢)}ier
och {Y(t)}+er &r oberoende deriverbara svagt stationira processer.

3.24. Bestdm derivatan av processen Y i ¢vning 3.2 da X #dr deriverbar.
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4.1. Lat (&,7m) vara en R?-viird normalférdelad s.v. sidan att Var{¢}=2
och Var{n}=1. Vilka virden #r mojliga fér Cov{¢,n}?

4.2. Lat £€=(&,&) vara en R?-vird normalférdelad s.v. med kéind varians
Var{¢}. Bestim talet p€R sa att & —p&2 och & blir oberoende.

4.4. [x*(n)-FORDELNING] Bestdm den karakteristiska funktionen for en exp
(3)-fordelad s.v., och for &7+...+&2 da &i,...,& ~N(0,1) &r oberoende.

4.5. Bestam frekvensfunktionen fe(z) for en R"-vérd normalférdelad s.v.
¢ med ickesingulér varians.

4.6. Bestam P{X(s)> X(¢t)} ifallen rx(t—s)#rx(0) och rx(t—s)=
rx(0) for en stationdr Gaussisk process {X (t)}ier.

4.7. For en stationdr Gaussisk process {X (t)}icz dr mx =0 och rx(t) =
(=a)l!l dir 0<|a|<1. Gar det vilja bER s att {X(t)+bX(t—1)}sez blir
oberoende s.v.?7 Vilken fordelningen har da X (¢)+bX (t—1)?

4.8. Sitt X(t) =Y o o(—a)*e(t—k) dir ...,e(—1),e(0),e(1),... &r obe-
roende N(0, 0?)-fordelade s.v. och 0<|a|< 1. Forklara varfér summan kon-
vergerar och varfor {X (t)}:ez dr Gaussisk, samt bestdm dess kvf. rx(t).

4.9. Lat {X(¢t)}ter vara stationdr Gaussisk med mx =0 och kvf.
rx(T) =Y peo ak cos(2mkT) dir  ag = fi{% cos(2mkt)rx (t) dt (> 0).

Lat &o,m0,&,M,... ~ N(0,1) vara oberoende. Bestdm tal {0y}, sa att
Y (t) = 3 po, ok [k cos(2mkt) +my sin(2rkt)] har samma kvf. som X.

4.10. Berskna E{X(t)2X(t+7)2} for en stationiir Gaussisk process {X
(t) }ter med mx =0 och kvf. rx.

4.11. Berdkna P{W(2)>W (1)+z} for en standard Wienerprocess W.

4.12. (BROWNS BRYGGA) Bestdm ry7, 7y > Py Och py, 3 for processen
W(t)=W(t)—tW(1), t€(0,1), d& W #r en standard Wiener process.

4.15. (WIENERPROCESS MED DRIFT) Under vilka villkor pa my;, och ry,
dr en Gaussisk process {W(t)};>0 med W(0)=0 en Lévyprocess?

4.18. Ar X(t) = e*W(e2%) svagt stationiir for W en Wienerprocess?

6.1. Bestim Vx for en svagt stationér process {X(t)}ier med Px(f) =
|F1/(1+ 1232,
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6.2. Bestim Vx for en svagt stationir process {X(t)}ier med Px(f) =
IF1/(1+1%)°.

6.3. Bestdm spektraltitheten for processen Y () = cos(AMt+P) X (¢), teR,
for AeR, {X(t)}1er en svagt stationir process med mx =0 och spektraltit-
het Px, samt ¥ ens.v. oberoende av X med likformig fordelning 6ver [0, 7).

6.4. (LAcpass) Over en seriekoppling av en resistans R och kapacitans C
anbringas en svagt stationir spinning {X (¢) }:er. Ange ett samband mellan
Px och spektraltitheten for spinningen U &ver kapacitansen.

6.5. Berikna variansen for U i 6vning 6.4 d& rx (1) = rosinc(r)/.

6.6. (HOcpass) Over en seriekoppling av en resistans R och induktans L
anbringas en svagt stationér spanning {X (¢)};cr. Ange ett samband mellan
Px och spektraltitheten for spinningen U 6ver induktansen.

6.7. Berikna variansen for U i 6vning 6.6 da rx(7) = rosinc(7)/7.

6.12. (SPEKTRALMOMENT) Uttryck [% fPx(f)df och [T f*Px(f)df
med hjilp av kvf. rx for en svagt stationér process {X (t)}iecr-

6.13. Uttryck E{X(s1)* -... - X(s,)*"} med hjdlp av ¢x(s),.... x(s)(t1,
..,tn) fOr en stokastisk process X.

6.14. Beriikna E{W (1)3} for Wiener processen W med drift i dvning 4.15.

6.15. (TREKANT KVF.) Berékna (§!r)(f) for r:R— R given av r(z) =
1—|z| for |z|<1 och 0 for ovrigt. Ar r en kvf.?

6.16. Berikna (3 'r)(f) for r:R— R given av r(z)=1-22 for |z|<1
och 0 for 6vrigt. Ar r en kvf.?

6.21. Bestim Vx for en svagt stationér process {X(t)}iez med Px(f) =
IFI/V1+ £, 1 fI<5.
6.22. (TREPUNKT KVF.) Lat r(0)=a, r(1)=b, r(—1)=c och r(k)=0

for ovrigt. For vilka val av a,b,c€R &r denna funktion r:Z — R en kvf.?

6.24. Visa att Rx:Z —R given av Rx(0)=14+m% och Rx(k)=2"'*l|k|
+m% for k#0 &r en amf. Bestim motsvarande effektspektraltéithet Sx.

7.1. Bestidm utsignalen fran filtret med impulssvar h=¢ da insignalen &r
hagelbrus med g=1.

7.2. Bestidm frekvensfunktionen for filtret i exempel 7.1.
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7.3. Bestdm my, rx,y och ry for utsignalen Y fran ett filter med impuls-
svar h=¢ och hagelbrus med g=¢ som insignal.

7.4. Bestim ry och Py for utsignalen {Y (k)}rez fran ett filter med sum-
merbart impulssvar hs och insignal {X (k)}rez, som isin tur dr utsignal fran
ett filter med summerbart impulssvar hy och diskret vitt brus som insignal.

7.5. Bestiim frekvensfunktionen da h(f) = (—a)*! for € Z dir |a|<1.
7.6. Vilket tidsdiskret impulssvar har frekvensfunktion 1/(1+%e #27/)?

7.7. Vilket tidsdiskret impulssvar har frekvensfunktion H(f) = [b+ccos(2
7f)]/[(1+a?)+2acos(2nf)] dir a,b,c€ER med 0<|a|<1?

7.8. Berikna variansen for utsignalen fran ett kausalt filter med impulssvar h
(s)=e™* for s>0 och svagt stationir insignal med spektraltithet 27/|f|.

7.9. [ARMA (p, q)-PROCESS] Bestim spektraltitheten for en svagt stationir
process {X(k)}rez sadan att X(k)+Y7_ ae X(k—0) =e(k)+> i_, cee(k—0)
for keZ, dir {e(f)}¢cz #r diskret vitt brus och ai,...,ap,¢1,...,¢0€R.

7.10. (PARSEVALS FORMEL) Beriikna fi{%

funktionen for ett summerbart impulssvar h.

|H(f)|?df da H é&r frekvens-

8.1. Visa att fér a,b,c€R sa att r:Z — R given av r(0) =a, r(1) =b,
r(=1)=c och r(k)=0 for 6vrigt &r en kvf. (se 6vning 6.22), si existerar en
MA(1)-process X med rx =r.

8.2. Ange en svagt stationsr process {X (¢) }rez med kvf. rx(0)=3, rx(+1)
=2, rx(£2)=1 och rx(k)=0 for ovrigt.

8.3. Bestsim kvf. for AR(2)-processen X (t)—2X(t—1)+3X(t—2) = e(t)
da o?=1.

8.5. Lat X varaen ARMA(1,1)-process med 0<|a;|<1. Bestim A, BER
sa att Px(f) = A/(1+a1ei27rf)+A/(1+a1e—i27rf)—1 + B.

8.6. Bestam kvf. for en ARMA(1,1)-process med 0<|aq|<1.

8.9. Ar Hilberttransformen av en deriverbar svagt stationiir process deriver-
bar?

8.10. Bestdm korsspektraltitheten mellan Hilberttransformen och derivatan
av en deriverbar svagt stationdr process X.

8.13. Bestim enveloppen for processen X (t) = Y. 7_, [& cos(2 fit) + ny sin



ix

@2mfrt)], teR, for fi,...,fn>0 ochsv. &, ..., &, M, 0.

8.14. Bestdm enveloppen for processen X (t) = £ cos(2n ft+ ) +nsin(27 ft
+7U), teR, da feR samt ¥, ¢ och 7 &rs.v.

8.15. Bestdm det optimala impulssvaret for det tidskontinuerliga problemet
i avsnitt 8.5.

8.16. Visa att sannolikheten for felbeslut for det tidskontinuerliga proble-
met i avsnitt 8.5 &r 1—®(3[[”° h¢(u)s(t—u) du]'/?), dér hy &r det opti-
mala impulssvaret.

8.17. Bestiam det optimala impulssvaret och sannolikheten for felbeslut for
det tidskontinuerliga problemet i avsnitt 8.5 d& s=¢ och ry(t)=2¢(2t).

8.18. Bestim felsannolikheten i 6vning 8.17 om det optimala impulssvaret
hy ersittes med hy(u)=hy(u) for |t—u|<T och 0 for vrigt.

8.19. Bestidm det optimala impulssvaret for det tidsdiskreta problemet i av-
snitt 8.5.

8.20. Bestidm det optimala impulssvaret for det tidsdiskreta problemet i av-
snitt 8.5 da s(t)=2""" och N #r en AR(1)-process med a; =3 och o?=2.

8.22. Bestidm det optimala impulssvaret for det tidsdiskreta problemet i av-
snitt 8.6 d4 N &r diskret vitt brus med varians 3 och S en MA(1)-process
med ¢; =2 och ¢%2=1.

8.23. (SiGNAL TO NoOISE RATIO) Uttryck SNR = E{S(t)?}/E{[Y (t)-S(t)
]2} for problemet i avsnitt 8.6 med hjilp av Ps och Px.

8.24. Bestim SNR for det optimala impulssvaret i 6vning 8.22.

9.1. Lat {e(t)}1ez vara Gaussiskt diskret vitt brus med okéind varians o?.

Bestdam C, >0 sa att oy = Cy[le(1)|+...+|e(n)|] &r en vvr. skattning av o.
Berikna Var{oy:} och gor ett approximativt konfidensintervall.

9.2. Lat {e(t)}1ez vara Gaussiskt diskret vitt brus med okéind varians o?.

Bestdm D, >0 sd att (02)% = Dyle(1)?>+...+e(n)?] &r en vvr. skattning
av o2. Berikna Var{(c?)%} och gor ett approximativt konfidensintervall.

9.3. Gor med hjilp av resultatet i 6vning 9.2 ett konfidensintervall fér o.
Jamfor med resultatet fran dvning 9.1.

9.4. Man observerar Y (1),...,Y(n) for processen Y (t)=u+X(t), teZ,
diir p€eR &r okéind och {X (¢)}1ez en MA(1)-process med ¢; och o? kiinda.



Gor ett approximativt konfidensintervall fér pu. Vad giller for X Gaussisk?
9.5. Lat my = fO"X(t) dt/n for {X(t)}ier svagt stationdr. Uttryck E{m}
}, E{[mX—mx]?} och Var{mX} med hjilp av mx och rx. Hur uppfor
sig Var{m}} for stora n da rx &r integrebar?

9.7. Skatta kvf. rx(7) da |7|<5, for {X (¢)}iez svagt stationdr med mx =
0,da X(1)=-1, X(2)=1, X(3)=—1, X(4)=—1 och X(5)=1 observerats.
9.9. Lat {X(t)}tcz vara en stationdr Gaussisk process med mx =0 och

okiind kvf. rx. Berikna Var{V}} for skattningen Vy=n"'37_| X (k)
av rx(0). Hur uppfor sig Var{V*} for stora n da r% #r summerbar?

9.10. Skatta Px for processen X i ¢vning 9.7.

9.11. I det tidsdiskreta problemet i avsnitt 8.6 & Pg okidnd, men man har
observerat S(1)=-1, S(2)=1, S(3)=-1, S(4)=-1 och S(5)=1. Skatta
det optimala impulssvaret da N &r diskret vitt brus med varians 1.

9.13. Skatta Var{V*} i &vning 9.9 med hjilp av P* for r% summerbar?

9.16. Anpassa en AR(2)-process med o2=1 till observationerna X(1),...,
X (n) av en svagt stationéir process {X (t)}1cz med mx =0 och rx okind.

9.17. Anpassa en ARMA(1,1)-process med ¢; =1 da X(1),...,X(n) ob-
serverats for {X (t)}:ez svagt stationdir med mx =0 och rx okind.

9.18. Bestiim den linjira prediktor P = —a1 X (t—1)—ax X (t—2) av X(t)
som minimerar E{[X (¢)—P]?} for MA(2)-processen X (t) = 22:0 e(t—k).

9.19. Skatta X (0) for en MA(1)-process med 0>=1 men ¢; okind, dd X
(£1), X (£3), X (£5),...,X(£(2k—1)) observerats.

9.20. Vilken linjér prediktor P=3%""  a;X(t;) av X(tn41) minimerar Var
{X(tn+1)—P}, tny1>tn, da X(t1),..., X(tn), t1 <...<t,, observerats for
processen {X(t)}¢>0 med oberoende ckningar, X(0)=0 och Vx andlig?
9.21. Vilka a,b€R minimerar E{[X(t)-Z]?} for Z = aX(t—A)+bX(t+A),
dir A>0, dd {X(t)}+er dr svagt stationdr med mx =0 och kvf. rx? Hur
gor man for rx okind?



Svar till 6vningar

0.1. E{&n} =2/A, P{¢=1} =1
0.2 a) fp(y) =Ae™™ for y>0, fen(kly) = (My)ke ™ v/(k!) for keN.

b) P{e<kln=y} = X oY) e, E{éln=y} = \y. (Eln=y) ~
Po(Ay).

c) P{¢<k}=1-2""FD E{ =1.

0.3. |p| <L

0.4. (a,b) = (p, £/1—p?). Co~N(0,1).

0.5. ¢€(0)_

0.6. ¢5(t) ei2mut—(2mot)?/2

0.7. P(c,.c)(s,1) = e~ (@n(s+at))’/2=(2mb)%/2 ¢, och (5 oberoende < B(¢1,¢0)
(5,8) = Py () (£) = = O V22 5 (a,5)=(0,1) & p=0.

0.8. P{ANB} = P{{3}} = 1, P{AUB} = P{{2,3,4}} = 2384 — 3,

P{A|B} = P{AﬂB}/P{B} =1/36 =3 och P{B|A} = P{BNA}/P{A}

=1/33 =3 A och C #r ej oberoende, ty P{ANC} =0 # P{A} P{C}.

0.9. P{§=k|§+n=n} =P{{=Fk, {+n=n}/P{{+n=n} = P{{=k} P{n=
n—k}/P{E+n=n} = [N/ (K)][A*Fe=Y/ ((n—K))]/[2N)"e~?Y/ (n))] =
(3R (R), sdatt (£|é+n=n) ~ Bin(n, ;) (se exempel 0.3).

3\“

0.10. feigrn(w]y) = Seen(@,9)/ Sern () = Fe(@) fo(y=2)/ Fr0.2) (W) = J
e em 2 (e ) = eIV shatt (ElE4n =)
N(3y,75) och E{€|£+n y}—%

0.11. fe(2) = ZP{(<2} =L [[oy e, fen(@y)dady = 3 [[io) o, 5

e —(z>+y?)/2 dwdy _ l 90 027r TT—O\[ 21 e " /27’de0 — d;iz(l_efz/2) — %efz/2

2
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xii

[sé att ¢~ exp(3)]-

0.12. E{g(&)} = [ 9(z) fe, (x) dz = [ g(z) dz/(b—a). Medelviirdet g(€) av
9(&1),- .., 9(&,) dr ungefir lika med detta vinteviirde for stora n.

0.13. ¢¢(t) = A\/(A—i2nt). ¢¢ #r ej integrerbar s& sats 0.31 kan ej anvindas.

0.14. ¢¢(t) = sinc(2wt), P¢n(s,t) = sinc(2ws) sinc(27t), Peqp(t) = [sinc(2
wt)]?.

0.15. P{[{—n[>z} = f{w,ye[0,1]:\w—y|zz} fen(@,y) dody = f{w,ye[o,l]tlw—ylzz}
dedy = area({z,y €[0,1] : [s—y| > 2}) = (1-2)%. Fc(2) = P{1—[¢—n|)*<
2z} =P{|{—n|>1-y/z} =2z for z€[0,1]. ¢ &r likformig fordelad dver [0,1].

1
0.16. E{¢|} = fff{zew:\z\g} |:c|da:ldxgd:cg/volym(lenhetsklotet) =/, rd%
volym(klot med radie r) dr/volym(enhetsklotet) = [ r3r®dr = 3, Var{|¢
F=B{P} = (5 = fy 32 dr— 5 = &.
0.17. §(—t).

(1 1\, (10Y\_ (5252 o 1
0.18. Varfn} = (o 1)V (1 1) = (3 1) Varl€h =1 -0V ()
— _1. Nej.
1.1. 1-2e 1 —Je2—2e73.
1.2, 2% 402 + A
1.3. e 2300 0 Yo (RN~

1.6, fx(s1),.X(sn) (@) = €™M [Ty [Nk —8k—1) "~ "=/ ((xx—zk—1)!)] dér
S0 =0 =0.

1.7, dx(s1),... x(sn) (1) = exp{ > p_, (€27 (trtFtn) _1)X(s,—s5_1)}, 50=0.
1.9. N(0,1).
1.10. &(b)—d(a).

L1L. ¢y va(t) = exp{(e2m/VX _ 1)\ —i2xtv/A} = exp{—2n*t2+ O(1/
VA)} & dngoy(t) da A stort, sd att (€—\)/VA Rsrdelning N(0,1).

1.13. Ja.

1.14. Ja. Nej.

1.16. d’X(snfsn_l)(tn) . ¢X(Sn_1,sn_2)(tn+tn_1) S ¢X(s1)(tn+' CFt).
1.17. X(t) = konstant.



xiii
1.18. Nej inte alltid, ty det krdvs att e har en stationdr beroendestruktur,
vilket t.ex. giller for {e(t)}+cz oberoende likafordelade (se exempel 1.3).
1.21. X (t) = konstant x t*.
1.22. Nej. Nej.
2.1. rx(s,t) = Ae It73,
2.2. o2 8 ALAT)E
2.3. pz,.2,(5,t) = [Ax—Ay)/(Ax +Ay)] min{\/s/t,/t/s}.
2.5. Okorrelerade men inte oberoende.
2.6. Ja.
2.9. Nej.
2.10. 7(s,5)>0, r(t,t)>0, r(s,t)=r(t,s), r(s,s)r(t,t)>r(s,t)2.
2.11. Nej.
2.15. limg_oo i = E{€} och limy_, o7 = Var{{} existerar.
2.16. Ja om limg_,o 0 =0, men inte annars.
2.18. Konvergens i mening medfor konvergens i mening .
2.20. ¢, (t) — de(t).
2.21. N(limp—oo ik, liMpyoo 07). Lim.pyo0ék ~ Po(limp— oo Ak)-
2.23. 3% 02 < 0.
2.24. Y77 w, konvergent och Y ;7 0% < oo.
2.28. ry(s,t) = Rx(s,t). Varje amf. ir en kvf.
2.29. Ry (s,t) =rx(s,t). Varje kvf. & en amf.
3.1. Ja den &r stationdr omm. P{X(¢)=0}=1 for ¢>0.
3.2. ry(7) = 1 cos(AT)rx (7).
3.3. rx(7) = o? cos(2n f7).
3.4. —(RO)*rf;(t)+ru(t) = rx(t).
3.5. —rfi(t)+(R/L)*ry(t) = =1k (t).

3.9. mx(t)=1% (symmetri) och rx(t t+7) = ie’z’\“‘.
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3.10. mx(t)=1+(3—p)e 2N, rx(t,t+7)=e"2"I[1 - (1 —p)2e~* ]. Svag
stationaritet d& p=1

5
3.14. r &dr kvf. dd P &r ickenegativ, symmetrisk och integrerbar.

3.15. mx=A och rx(r) = %)\cp(%ﬂ.

3.16. mx =2\ och rx(7)=A(1+|7])e"I"\.

3.19. 0.

3.21. Det ar tillrackligt att g &r kontinuerlig resp. deriverbar.

3.23. X'Q)Y(t)+X(@)Y'(2).

3.24. cos(M+P) X'(t) — A sin(At+P) X (2).

4.1. —/2 < Cov{¢,n} < V2.

4.2. ¢ = (Var{¢})12/(Var{¢})z,2-

4.4. ¢p(t) = (1—idmt) ™2, Gexp(1/)(t) = (1—idmt) 1.

4.5. fo(2) = exp{—L(a—E{e))7 (Var{€})~ (e~ E{€})} /y/@r) det (Var(E)).
4.6. ; da rx(t—s)#rx(0) och 1 da rx(t—s)=rx(0).

4.7. b=a eller b=1/a. N(0,1—a?) resp. N(0,a=2-1).
4.8. rx(t) = 02(1—a?) "' (—a)ll

4.9. o= /a;.

4.10. rx(0)2+2rx(1)%

4.11. 1-8(z).

4.12. 1y, 37 (s,t) = ryp (s, t) = min{s, t} [L—max{s,t}], py, 3 (s,t)/V1-s
= py (s,t) = \/min{s, t} [l —max{s, t}]/\/max{s, t} [I—min{s, t}].

4.15. my, (t)=pt och 7y (s, t) = 0 min{s,t} for ndgot p€R och o2 >0.

4.18. Ja.

6.1. 2.

6.2. 272

6.3. LPx(f—A/(2m)+ iPx(f+A/(27)).
6.4. Py(f) =Px(f)/[1+(RC)*2n[)?].
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6.5. roarctan(RC)/(RC).
6.6. Pu(f) = 2nf)2Px(f)/@nf)*+(R/L)?].
6.7. ro[l—(R/L)arctan(L/R)].

6.12. 7 (0)/(i2r)=0, —r'}(0)/(4x2).

. (k14-.-+kn )3k1+ ~tkn
6.13. (i2m)~ o

X (1) X (s (1o s ta) [
6.14. p®+3uc’.

6.15. (3~ 1r)(f) = [1—cos(2rf)]/(272f2). Ja

6.16. (§'r)(f) =sin(2nf)/(27° f°) — cos(2nf)/(n? f?). Nej.

6.21. V/5-2.

6.22. a>0, b=c, |b|<1ia.

6.24. Sx(f)Z([%—COS(%f)]2 +51)/ [§—cos@nf)? +m%a(f).

7.1. Hagelbrus med g(z)=2"12p(2"'/%z).

7.2. H(f)=e=@™D2 f5r feR.

7.3. my =\, rxy(7) = FXo(57), rv(T) = 3Ae(37).

7.4. ry(r) = o2 Z;’i_oo Yoo e oo b2 (ha (k)R (O Ry (L + T+ k—j),
Py(f) = 0?02 e 2™ ()220 _ e 2™ ha (62

7.5. (1—a?)/[1+a*+2acos(27 f)].

7.6. h(f) = (=2)"¢ for £>0 och 0 for dvrigt.

) =
7.7. h(f)=A ( )lll for £#0 och h(0)=2A+B, dir A = (2ba—c—ca?)
/(2(a—ad?) = (c—ba)/(a—a?).

7.8. /7.
7.9. 2| 1+3 7 coe |2/ |14+37_ agem 27 |2,
7.10. 32 h(£)2.

8.2. MA(2)-processen med c¢; =co=02=1.

8.3. rx(k)=4.8-27IK _27.3-IK,

8.5. A=[a;(1+c})—ci(1+ad)]o*/(a1—a}), B =[2c1—ai(1+c})]o?/(a1—a}).



8.6. rx(0) =2A+B och rx(k) = A(—ay)!*! f6r k#0, med konstanterna
A och B som i 6vning 8.5.

8.9. Ja.

8.10. —2x|f|Px(f).

8.13. [Sr_y S0y ([6&etmeme] cos2m(fu—fo)t] + 2&xme sinl2n (fi fo) )] .
8.14. Zx(t) = /E+12.

8.15. hy(u) = [FF's)(=)/Pn()](u—1) [= (§[(Fs)/Pn]) (u—1)].

8.17. ht(u):2go(2(u—t)/\/?_>)/\/§, 1—&((56m)~1/4).

8.18. ( T 473 0(\/4/3 (t—u)) p(t—u) du ):
\/f*+Tft+T\/4/ «a<\/4/ (b)) /473 9(+/213 (t—2)) 2 0(2(v—u)) dudo
(56m) "/ 4[®(\/7/3T)—(+/7/3 T)]
\/f\/TSTT[qm/w/sT /977 v)—B(—~/16/3 T—+/9/7 v)] 9(v) dv

8.19. hy(k) = [, €2 k0PN ()1 052 eIl (0) df .

8.20. hy(k) = 227 /k=tI— 25(k—¢) (Kroneckers d).

8.22. h(0) =1-1v3 och h(k) = —1v3(—(2—v3)H for k0.

8.23. [Ps(f)df / (f Ps(H)Pn(£)/[Ps(f)+Pn(f)]df).

8.24. 5/(3—2/3) =~ 2.94.

9.1. C,=+/m/2n7t, Var{o}}=(n/2—1)0%/n, P{o}(1=Aa2/(7/2-1)/n
) <o <or(1+X2/(7/2=1)/n)} m1—a dir ®(A,/2)=1—3a.

9.2. D,=n"", Var{(c?)5}=20"/n, P{(0?)%5(1-Aa/2v/2/n) < 0? < (0?
)i (14+Aa/2v/2/n)} m1—a dir ®(Xyn) =1—3a.

9.3. P{/(02)5(1-Xa/2v/2/n)/? <o < /(0% (1+Aa/21/2/0)/?} = 1—-a.
For stora n #r bredden /(02)%[(14+Aa/2v/2/n—(1=Xa/2/2/n)] = 05 Xa)2
V/2/n i 6vning 9.2 mindre &n bredden 20jM,/2v/(7/2—1)/n i &vning 9.1.

9.4. P{p*—Xopo/(1+c1)?/n—2c1/n? < p < p*+ a0/ (1+c1)%/n—2c1/n?
} & 1—a med exakt likhet for X Gaussisk, dir ®(A,/2) = 1—3a.

9.5. E{mn} mX, E{[m%—mx]|*} = Var{m3} =n"2 [’ [ rx(t—s) dtds
~n! f 7)dr for stora n da rx integrerbar.

9.7. 1% (0)=1, ri(£1)==2, ri(£2)=—3%, rx(£3)=2, rx(x4)=-1.
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9.9. Var{V;}=2n"2Y) Y} r(k=0*~ 232 __r(r)? for n stort.
9.10. P%(f) = 1— 2 cos(2nf) — 2 cos(4n f) + 2 cos(6m f) — 2 cos(8x f).

9.11. h(u) = f_l{z ef2mfu (1-1/[14P%( f)]) df med P4=P% io6vning 9.10.
9.13. 20 100 rx(r)? = 2n L[V, Px(f)? df m 207t 1, PA(S)? df

9.16. ay = —rx(D[1-rk(0)+r%(2)]/[rx (0 ) x@)-rx(1)?], a2 =[rk(0)-
% (0)2+7%(1)2]/[r% (0)7% (2) =% (1)?] med 7% som i avsnitt 9.4.

9.17. a1 = [r%(0)—2r%(1)]/r%(0), 0% = r%(0)—r% (1) med r% (k) som i
avsnitt 9.4.

9.18. [¢5] :—%, as =

9.19. X(0)* = ¢f[X(1)+X (-1)]/[1+(¢})?] med ¢f=./VF—1 och Vi =
[X(=(2k—1))2+.. +X (2k—1)2]/(2k).

9.20. a1=...=ap-1=0, a,=1.

Tt

9.21. a =rx(A)/[rx(0)+rx(24)], kvi. skattas vid behov enligt avsnitt 9.4.



