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TENTA FACIT

L. E[p] =371, a;E[§]. Var[y] = Cov[n,n] = 3 I;_; aia;Cov[§;, §].

2. (a) En Levy process har oberoende och och stationiira 6kningar. Oberoende ckningar:
For allan > 1 och tg, t1,...,t, giller att:

[Z(t0), Z(t1) — Z(to), - - -, Z(tn) — Z(tn-1)] =
[X (to) + Y (t0), X (1) — X(to) + Y (t1) = Y (to), - -
X(tN) - X(tn—l) + Y(tn) - Y(tn—l))] .

Viénsterledet &r en vector av oberoende element, eftersom hogerledet &r det.
Stationdra okningar kan visas pa liknande sétt.

(b) For alla n > 1 och tg,t1,...,t, giller att:

W (Mo), WO, ... WM = [U(Mo) + V(Mo), UML) + VM),
U(Atn) + V(At,)]

[)\U(to) + AV (to), \U(t1) + AV (t1),. ..,
AU (tn) + AV ()]

= [AW(tg), \WW(t1), ..., \W(t,)]

3. (a) En linjarkombination av tva normalfordelade variabler dr igen normalférdelad.

Dessutom:
X(t) — X(t/2)

B

|=0.
och

22T = V() — Va(t)2) — 2rx (¢, t/2)

t+1t/2 —2min(t,t/2)
t

= 1/2.

Det foljer att Y'(¢) d&r N(0,1/2) fordelad for alla t.



(b) Vi berdknar kovariansfunktionen. Lat 0 < s < t.

ry(s,t) = Cov[Y(s),Y(t)]

_ %COV[X(S) — X(s/2), X(t) — X(t/2)]

= 2 (Cov[X(s), X(1)] + Cov[X(s/2), X (1/2)]

—Cov[X(s/2), X(t)] — Cov[X(s), X (t/2)])
= % (s+s/2—s/2 —min(s,t/2))
{O om s < t/2

s—t/2
t

annars

D& detta inte dr en funktion av ¢ — s &r inte processen svagt stationir, och
dérfor ej heller stationér.

4. Man kan berakna:
P(Xs=0X1=j,X0=1)
= Y P(X3=0,Xy=k X1 =j,Xo =1)

kes

= ZP(X;; =l|X2 = k)P(X2 = k| X1 = j)P(X1 = j|Xo = i) P(X¢ = 1)
kes

= ZPkEijPz‘jN(O) (7)
kes

= Pypl9(i) Y PrePyp.

kesS

Eller sa kan den som minns teorin helt enkelt skriva:
P(X3=0,X1 = j,Xo=1) = (P?);eP;u (i)

5. (a) Lat X; vara antal kronor som Knut har. Da blir X; en Markov kedja med

Overgangsmatris:
0 0 10 0
1—-p 0 p 0 0
P= 1-p 0 p 1l—p O

0
0 0 1—p O P
0 0 1 0 0

Vi vet att en fordelning 7 &r stationdr om wP = w. Detta innebér att m =
(1 — p)ma, mo = (1 — p)m1 = (1 — p)?m, M3 = pme och T4 = pry = p?ma. Vi vet
aven att:

1 = mp4+m+me+m3+mg
= (1—pPm+ (1 —p)ma+m + pma + p°my
= m(2p° —2p+3)
Det foljer att:

1

=~ [(1-p)*%1—p,1,p,p?



(b) Om man borjar i tillstand tva, och Alice vinner en gang, varefter Knut vinner,
sa ar vi tillbaks i tillstand tva efter tva steg. Men om Alice vinner tva ganger,
ar vi tillbaks i tillstand tva forst efter tre steg. Om 0 < p < 1 sa kan bade
dessa saker intréiffa med positiva sannolikhet. Eftersom tva och tre &r relativt
prima, sa dr kedjan da aperiodisk. Fordelningen for aperiodiska, irreducibla
Markov kedjor konvergerar med tiden mot sin stationédra fordelning. Alltsa ger
7 (ungefir) sannolikheterna att de befinner sig i tillstanden vid en given tid.
Om p i stéllet &dr lika med 0 eller 1, sa blir kedjan periodisk, med period 3. Den
stationéra fordelningen beskriver da inte sannolikheten att spelet befinner sig i
vissa tillstand efter att Knut och Alice spelat linge.

6. Det viktiga hér dr att minnas att om en sekvens stokastiska variabler konvergerar
i L? mot nagon variabel, sa konvergerar dess vinteviirde mot gransvirdets, och om
tva sekvenser konvergerar sa konvergerar kovariansen mot gransvirdenas kovarians.
Alltsa géller att:

mw () = BIV()] = Bllim vi(0)
= )\li_)rgo E[YA(t)]=0

och:
rw(s,t) = Cov(W(s), W(t)) = Cov[l).\ij& Y,\(t),lj\iigo. Ya(s)]
= Allrgo Cov[Yy\(t),Yr(s)]
Cov[X,\(t), Xx(s)

—

i, \ 1
— lim Amin(t, s)

A—00 A
= min(¢,s)

Eftersom W &r en Gaussisk process, sa defenieras den unikt av sina véantevérdes och
kovariansenfunktioner. W &r alltsa standard Wienerprocessen.



