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1. (a) Cov(ξ, η) borde vara positiv, eftersom ett större värde p̊a ξ medför ett
större förväntat värde p̊a η.

(b)

E[η] =

∫ 1

0

E[η | ξ = x]fξ(x)dx

=

∫ 1

0

1 + x

2

= (1/2) + (1/4) = 3/4

Täthetsfunktionen ges av:

fξη(x, y) =

{
1

1−x
om y ≥ x

0 annars.

(c)

E[ξη] =

∫ 1

0

∫ 1

0

xyfξη(x, y)dxdy

=

∫ 1

0

x

∫ 1

x

y

1− x
dydx

=

∫ 1

0

x

1− x

∫ 1

x

ydydx

= (1/2)

∫ 1

0

x(1 + x)dx

= (1/2)(1/2 + 1/3) = 5/12

Det följer att Cov(ξ, η) = E[ξη]−E[ξ]E[η] = 5/12− (1/2)(3/4) = 1/24.

2.

rY (τ) = Cov(Y (t + τ), Y (t))

= Cov(X(t + τ + 1)−X(t + τ), X(t + 1)−X(t))

= Cov(X(t + τ + 1), X(t + 1))−Cov(X(t + τ), X(t + 1))

−Cov(X(t + τ + 1), X(t)) + Cov(X(t + τ), X(t))

= 2rX(τ)− rX(τ − 1)− rx(τ + 1)

Eftersom Cov(Y (t + τ), Y (t)) inte beror p̊a t (och E[Y (t)] = 0) är Y (t) en
svagt stationär process.
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3. Vi vet att E[N(t)2] = Var(N(t)) + E[N(t)]2 = λt + λ2t2 < ∞. Utöver detta
f̊ar vi:

E
[
(N(t)− λt−N(t0) + λt0)

2
]

= E
[
(N(t)−N(t0))

2
]− 2λ(t− t0)E[N(t)−N(t0)] + λ2(t− t0)

2

De senare tv̊a termerna → 0 d̊a t → t0. För den första gäller:

E
[
(N(t)−N(t0))

2
]

= E[N(t)2]− 2E[N(t)N(t0)] + E[N(t0)
2]

= E[N(t)2] + 2E [N(t)(N(t)−N(t0))]− 2E[N(t)2]

−E[N(t0)
2]

= λt0 + λ2t20 − λt + λ2t2 + 2λ2t(t− t0)

= λ(t− t0) + λ2(t2 − t20) + 2λ2t(t− t0)

→ 0

d̊a t → t0.

4. (a) α, β, γ, δ ≥ 0, α + β = 1, och δ + γ = β.

(b) βδ.

(c) N̊agon g̊ang måste vara den första som kedjan besöker tillst̊and 2 eller 3.
Om den d̊a besöker tillst̊and 2, som är absorberande, kommer den aldrig
att n̊a tillst̊and 3. Om den i stället besöker tillst̊and 3 har vi situationen
vi vill ha. Den betingade sannolikheten att g̊a fr̊an tillst̊and 1 till 3, givet
att den g̊ar fr̊an 1 till 2 eller 3 är δ/(γ + δ).

5. Om vi l̊ater tillst̊andet vara antal trasiga pumpar, s̊a har kedjan generator:

G =



−0.01 0.008 0.002
0.1 −0.106 0.006
0 0.1 −0.1


 .

Genom den vanliga metoden kan vi lösa ut den stationär fördelningen:
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6. Vi börjar med att dela upp intervallet [0,∞) i intervall av typen Ii = [i− 1, i]
för i = 1, . . .. L̊at Ai vara händelsen att |W (i)−W (i+1)| > 2. Om Ai inträffar
s̊a vet vi att ξ ≤ i, och Pr(Ai) ≈ 0.5. Eftersom wienerprocessen har oberoende
ökningar är alla Ai oberoende av varandra. L̊at η vara det första i s̊a att Ai

inträffar - d̊a är η geometriskt fördelad, och det gäller alltid att ξ ≤ η. Fr̊an
detta följer att E[ξ] ≤ E[η] < ∞.
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