Formelblad — Sannolikhetsteori 1

Bayes formel: Lat A och D vara tva hindelser. Da géller

P(D]A)P(A)

PAID) = =5

Chebyshevs olikhet: Lat X vara en stokastisk variabel med vintevéirde p och varians 2. D&

géller for alla ¢ > 0 att
2

o
P(|X_N|ZC)§07-

Geometrisk serie: For en geometrisk serie géller da |z| < 1

> a

E ax' = ,
, 1—2z
=0

och delsumman S,, (summan av de n forsta termerna) giiller da x # 1

1—2a"

11—z

S, =a

Diskreta fordelningar

Binomialférdelning: X ~ Bin(n,p)

frekvensfunktionen P(X = x) = (

— vantevardet np
— variansen np(1l — p)

— momentgenererande funktionen Mx (t) = (pe' +1 — p)"
Poissonférdelning: X ~ Pois())

— frekvensfunktionen P(X =) = e~ - ’C\L—T, x=0,1,2,..
— vantevardet A
— variansen A

— momentgenererande funktionen Mx (t) = exp(A(ef — 1))
Geometrisk fordelning: X ~ Geom(p)

— frekvensfunktionen P(X =) = (1 —p)*~tp, 2=1,2,..
— véntevirdet %

— variansen 1p_2p

Negativ binomialférdelning: X ~ NegBin(r,p)

r—1

— frekvensfunktionen P(X = z) = ( .1

)pr(l —p)F " =rr+1,..
— véantevéardet %

. 1—
— variansen o )




Hypergeometrisk fordelning: X ~ HypGeom(n, N, m)

€T n—=x

()0
— frekvensfunktionen P(X = z) = r=0,1,...,n

)

— véntevérdet "

— variansen “* (% +1-— %)

Kontinuerliga fordelningar
Likformig férdelning: X ~ Lik(a,b)

tiathetsfunktionen f(z) = 2, a<z <b

b—a’

véntevérdet 1 (a + b)

— variansen 75 (b — a)?

— momentgenererande funktionen Mx (t) = ett(bbf_i;

Normalférdelning: X ~ N(u,0?)

— téthetsfunktionen f(z) =

1 _1 (z=p)? _
U\/ﬂeazp( 2(0)), 00 < x <00
— véntevardet p
— variansen o2

— momentgenererande funktionen Mx (t) = exp(ut + o*t?/2)
Standardiserad normalférdelning: Z ~ N(0,1)

— téthetsfunktionen f(z) = \/%67’22/2, —00 < z < 00

— momentgenererande funktionen My (t) = exp(t?/2)
Exponentialférdelning: X ~ Exp(\)

— tithetsfunktionen f(z) = Ae™*, >0

— véntevérdet %

— variansen %

— momentgenererande funktionen My (t) = 12

Gammafordelning: X ~ Gamma(s, \)

. . _ Ae () . oo
téthetsfunktionen f(z) = G =0, dir L(s) = [,

e Yys~tdy
— véntevérdet
— variansen 3z
S
— momentgenererande funktionen Mx (t) = (ﬁ)
Student t-fordelning: T~ t,., r=1,2,...

—(r+1)/2
— téthetsfunktionen f(t) = Nr+1)/2) (1 + ﬁ)

NP v , teR,dirD(s) = [ e vy ~tdy

— vantevirdet 0

— variansen 5, for r > 3



x2-férdelning: X ~ x2, r=1,2,...

— téathetsfunktionen f(x) = r2-leme/2 g e R, dir T(s) = [ e Yy L dy

1
7720 (rj2) * 0
— vantevéirdet r
— variansen 2r
Bivariat normalfordelning: En tva-dimensionell stokastisk variabel (X, Y") har en bivariat
normalférdelning med parametrar 1, pg, 0%, 03 och p, om dess téthetsfunktion #r

1

exp <_2(1ip2) <($;1u1> — 2 <x;1“1> (y;;u) + (;;;:2) >>

Den betingade fordelningen av Y givet X = x &r normalférdelning med vintevirde ps +
pZ(z — p1) och varians o3(1—p?). Om (X,Y) har en bivariat normalférdelning med para-

f(xvy) =

2 2 2 X—p1 Y—po
metrar p1, p2, 01, 05 och p, da har ( Tt s

0,0, 1, 1 och p.

) bivariat normalfordelning med parametrar

Exempel om hur olika férdelningar kan tillampas

Binomial: Antal succéer i n oberoende forsok, dér succésannolikheten &r p, &r binomi-
alfordelat.

Poisson: Kan anvindas som férdelning f6r antal punkter i en stokastisk punktprocess (under
nagra enkla antaganden). Approximerar binomialférdelningen, nér n #r stor och p liten,
A =np.

Geometrisk: Antal forsok, som behovs tills en hindelse med sannolikhet p intriffar, har
geometrisk fordelning.

Negativ binomial: Antal forsok, som behovs tills en hindelse med sannolikhet p intraffar
for r-te gangen, har negativ binomialférdelning.

Hypergeometrisk: Man anvinder fordelningen om man drar utan aterliggning fran en
dndlig population som har tva olika slags individer.

Likformig: Anvinds som férdelning for vantetider och avrundning av métningsfel.

Normal: Under generella antaganden dr en summa av ett stort antal stokastiska variabler
approximativt normalfordelat (centrala gransvirdessatsen).

X—p
g

Standardiserad normal: Om X ~ N(u, o), da har standardiserad normalférdelning.
Exponential: Fordelning for livslingd (utan aldrande).

Gamma: Fordelning for summan av n oberoende stokastiska variabler, som &r exponenti-
alfordelade med parameter .

Summor av oberoende stokastiska variabler

X1 ~ Bin(ny,p) och Xy ~ Bin(ng,p): X1 + Xo ~ Bin(ny + na, p)
X1 ~ Pois(A1) och Xo ~ Pois(A2): X1 + X ~ Pois(A1 + A2)
X1 ~ Exp(\) och X5 ~ Exp(A): X1 + X5 ~ Gamma(2,\)



X1 ~ Gamma(ny, \) och X5 ~ Gamma(ng, \):
X1+ X5 ~ Gamma(ny + na, A)

X1 ~ N(p1,01) och Xo ~ N(pz,03): X1+ Xo ~ N(p1 + pa, 01 + 03)

X1,Xs,..., X, dr N(0,1): Zle,%Nfo

o X1~ x2och Xa~x2: X1+ Xo~ X2

~Y ~Y 2 M 7X1 ~Y
(] X1 N(O, 1) och X2 Xn- \/m tn
Statistikor
e Ett stickprov: Lat Xy, Xs,...,X,, vara oberoende normalférdelade stokastiska variabler
med vintevirde p och varians o2.
— Stickprovsvintevirde: X = %22:1 X} ar en vintevardesriktig skattare for u, och
2
X~N <M7 0) .
n
— Stickprovsvarians: s* = 5 S0 (Xp—X)? = L5 (X4_; X7 — nX) ér en vénteviirdesriktig
skattare for o2, och
(n—1)s? 2
% "~ Xn-1
o
— FEtt stickprov t-statistika: ~
_X-e
R
e Tva stickprov, lika varians: Lat X, Xs,..., X,, och Y;,Y5,...,Y,, vara tva oberoende

stickprov fran en N (p1,0?)- respektive N (g, 0?)-fordelning. Lat s? respektive s3 beteckna
stickprovsvariansen for vardera stickprov.

(n—1)s2+(m—1)s2

— Sammanvdgd stickprovsvarians: 312) = ar en vantevirdesriktig skattare

n+m—2
for o2, och
(n4+m—2)s; )
T g2 " Xntm-2
— Twa stickprov t-statistika:
XY — (1 —po
T 1( 1 p2) ~ i
So\n T

e Tva stickprov, parvis observationer: Lat (X1,Y7), (X3, Y2),...,(X,,Y,) vara ett stick-
prov av parvis observationer sadana att (Xj, Y:) ér bivariat normalférdelade med paramet-
rar pu, pr + A, 02, 03 och p. Sitt Dy = Xj, — Yj och lat 82D vara stickprovsvariansen for
Dl,DQ,. . .,Dn. Da ar

Dy ~ N(A, 0% + 02 — 2p0103).

— t-statistika:

D — (1 — po2)

T:
SD\/E

~tn—1



— Stickprovskorrelationscoefficient:

ZZ=1(Xk - X)(Yk - Y)

R =
VI (X — X)? S, (Y - V)2
ZZ:l XkYk — ’I’L)Z)7
S XE = nX2) (S, vE - n7?)
—Omp=0,sadarT = (\/”%j ~ tp_o.

e Okidnda sannolikheter/populationsandelar: Lat X ~ Bin(n,p) och Y ~ Bin(m,q)
vara oberoende.
—p= % och ¢ = % ar vantevardesriktiga skattare for p respektive q.

— For stora n giller

p—p d
———— =~ N(0,1),
p(L=p)/n
enligt centrala gransvirdessatsen. Eftersom p — p i sannolikhet da n — oo, sa giller
vidare att )
— d
—— =L X N(0,1),
p(L=p)/n

for stora n.

— For min(n, m) stort giller

.. d p(1—p)  q(1—¢q
pq%N(pq,( )+ ( )),
n m

enligt centrala grinsvirdessatsen. Eftersom p—§ — p— ¢ i sannolikhet da min(n,m) —
00, sa géller vidare att
pP—q—(p—q)

[p(=p) | 4(1=d)

e Jamfé6relse av sannolikheter/populationsandelar: Antag att utfallet av ett férsok kan
hamna i r olika kategorier, vardera med sannolikhet py,ps,...,p,. Lat X beteckna antalet
utfall i kategori k vid n oberoende forsok.

4 N(0,1),

da min(n,m) &r stort.

— P = % ar en vintevérdesriktig skattare for pg, for k =1,2,...,r.

— Parvis jimforelse av okinda sannolikheter/populationsandelar: For stora n giller

o pe +p— (pr —m)?
Pk—plNN(pk—pz, ( ) ),

n
enligt centrala gransvirdessatsen.

— Jamforelse av uppmitta och teoretiska frekvenser:

r 2
2_Z(kanpk) 4 9
X = — npe ~ Xr-1

Approximationen &r ej palitlig om npy < 5 for nagot k =1,2,...,r.



e Icke-parametriska metoder: Lat X, X5, ..., X, vara oberoende stokastiska variabler fran
en kontinuerlig fordelning med véntevirde g och median m. Lat Ry vara rangen av X} da
| X3 — p| ordnas i stigande ordning. Lat I = I{x,~,) indikera om Xj > p.

— Teckenstatistika: Ny = #{k : Xy > m} ~ Bin(n, 1).
— Wilcozon teckenrang-statistika: W =3, _; RiI},
— Om stickprovsfordelningen &r symmetrisk, sa dr m = g och W symmetriskt fordelad
over 0,1,...,@.
— Om stickprovsfordelningen dr symmetrisk, sa géller for stora n att
nn+1) n(n+1)2n+ 1))
4 7 24 '

W%N(

Linjir regression

Lat (z1,Y1), (z2,Y2),...,(2,,Y,) vara oberoende observationer sadana att Y3 ~ N(a + Bz, 0?)
for nagra konstanter «, 8 € R. Lat

n n
Sy = E T, Sy = E Y,
k=1 k=1
n n
2
Sa:a: = E Tl S:cY = E :Ek:Yk-
k=1 k=1

e Skattning av koeficienter: Maximum Likelihood-skattarna for § respektive a ges av
i (k= 2)(Yi —Y) _ nSey — 8,8y

> e (T — )2 nSpy — 52
Y - jz.

8=

o)

—an~ N(a,Var(&)) och 3 ~ N(@Var(B)), dar

Vo) - LTt oS
NS (2 —3)2  nSp,—S2’
~ 0'2 0'2

A - - .
) S T Se - S
- =y (Ve —a— Bx)? dr véntevirdesriktig skattare for o2, och

(n— 2)32 -~ XQ
o2 n—2-°

A S2 3 S2
- T, = asa\/n,iﬁw tn—2 och Ty = @mw th_o.

e Prediktion av ny observation: Lat (z,Y’) vara en observation sadan att ¥ ~ N(a +
Bx,0?). Givet x, sa ir &+ Bz dr en viintevirdesriktig skattare for Y. Om (z,Y) éir oberoende
av tidigare observationer sa &r

oo Y (a4 fa)
1 n(z—zx)2
s/ 1+ n + nSyy—9S2

~tp—2.




