Sannolikhetsteori 1, del 2 - 2008

Foljande inldmningsuppgift dr frivillig, men kan generera upp till 2 (tva) bonuspoéng
pa tentan i kursen Sannolikhetsteori 1, del 2 HT 2008. Den bestar i tva olika
uppgifter - en mer teoretisk och en mer praktisk. Man behéver INTE ldmna in
bada uppgifterna, utan det ricker med EN for att kunna fa bonuspoing.

Tanken dr att man ska arbeta tva och tva, samt att man limnar in tva och
tva. Typiskt ldr man sig battre pa att arbeta tillsammans med nagon annan. Ett
poing far man om man genom att limna in en raport visar att man har gjort
en utav uppgifterna. For att fa tva bonuspoéng sa krivs ocksa att raporten &r
vélskriven.

Deadline: tisdag 2 december (preliminért).

Inlamningsuppgift 1: Neyman-Pearsons lemma (teoretisk)

Antag att vi vill testa hurvida ett mynt &r rittvist. Mer specifikt sa vill vi testa

foljande hypotes:
Hy:p=05

Hy:p=0.T7.

Hur ska vi resonera for att hitta ett bra test? Beteckna utfallet vid singling av

slanten med
{ 1 om krona
X =

0 om klave.

Lat oss beteckna méngden av mdojliga utfall av stickprovet X = (X1, Xo, ..., X,,)
med €,,. Dvs.

Q, ={(z1,29,...,2,) :xj=0eller 1, for alla j =1,2,...,n}.

For att bestamma ett test for hypotesen sa vill vi bestimma en delmingd C
till €, for vilka utfall pa stickprovet som Hy skall forkastas. C' dr varan kritiska
region.

Vilka utfall x = (21,9, ..., x,) bor ingd i C for att testet ska kunna férkasta
Hy néar Hy &ar sann? Jo, sddana x som har stor sannolikhet nér H; &r sann i
forhallande till sannolikheten nér Hy dr sann. Dvs., utfall for vilka kvoten

P(X = x|H; sann)
P(X = x|Hj sann)

L(x) =

ar stor. Hur borde vi vilja den kritiska regionen i vart fall ovan?

0 7#krona0 3#k1ave
=0 : = 1,4%5%50,6207%5 % = 0,6%(7/3)%5 %,

(X) - 0, 5#krona07 5#k1ave

sa L(x) &r stor om Z;;l x; ar stor. Var testregel blir: Forkasta Hy for stora
viarden pa Z;.lzl xj. Observera att detta &r precis sa som vi har gjort for att
testa en okdnd sannolikhet tidigare. Bara att nu har vi kommit fram till att
detta ar en lamplig metod genom samma resonemang vi hade féor Maximum
Likelihood skattare.



Betrakta det allméina fallet. Lat X vara ett stickprov (fran en kontinuerlig
eller diskret fordelning) och beteckna frekvensfunktionen (densitet eller mass-
funktion) av X med fp(x). Vi vill pa signifikansnivan « testa hypotesen

Ho 10 = 90
Hl 10 = 91.
Definiera Likelihood Ratio-funktionen
o f91 (X)

L(x) = )

Kalla det test som forkastar Hy nir L(x) > k, fér nagon konstant k, for NP-
testet (Neyman-Pearson-testet). Konstanten &k bestéims s att signifikansniva «
uppfylls. Den kritiska regionen for testet blir

C={xeQ:Lx)>k}

Theorem 1 (Neyman-Pearsons lemma) Lat T vara vilket annat test som
helst som har signifikansniva héogst «. Da gdller

P(typ II-fel med NP-testet) < P(typ II-fel med T).

Uppgiften gar nu ut pa att visa denna sats, samt att uppskatta den.

1. Anvénd definitionerna for L och C for att visa att

a) PXeS|6=0,)>kP(XeS|0=6,) for SCC.

b) P(Xe S|60=0,)<kP(XeS|0=0) for SCC=Q,\C.
Hint: Betrakta kontinuerliga och diskreta fallet separat.

2. Anvind resultatet i forra uppgiften for att visa att om S C Q,,, sa giller
PXelCl8=60,))—-PXeSl6=06,)> k(P(X €C|0=06))—-P(XeS|o= 90)).
Hint: For méngder A och B géller A= (ANB)U(A\ B).

3. Forkastningsregionen for NP-testet har vi betecknat med C. Lat nu S be-
teckna forkastningsregionen for det alternativa testet 7. Anvéand uppgift 2 for
att visa att

PXeCl0=6,)>P(XeS|0=0),

dvs. att NP-testet &r minst lika starkt som testet 7. Motivera varfor Neyman-
Pearsons lemma foljer av detta.

Det kan tyckas att Neyman-Pearsons lemma inte &r sa intressant, eftersom
det behandlar ett véldigt enkelt fall (var hypotes Hy och Hp innehaller bara
tva viirden). Det visar sig dock att resultatet kan anvéndas i fler situationer #n
sa. Aterga till det exempel som vi hade om slantsingling. Det féljer av Neyman-

Pearsons lemma att det inte finns nagot starkare test &n NP-testet for att testa
Hy:p=20.5
Hl P =D,

(1)

dar p; > 0.5.



4. Lat n = 100 och ta fram férkastningssregion C fér NP-testet for att testa
(1) pa signifikansniva a = 0.05.

Att hitta ett test som &r likformigt starkast ar inte alltid mojligt.

Extra. Forklara varfor det foljer att NP-testet faktiskt dr likformigt starkast
for att testa
Hy:p=0.5

Hy :p > 0.5.

Inlimningsuppgift 2: Centrala grinsvirdessatsen (praktisk)

Denna uppgift gar ut pa att forsta sig pa den viktiga centrala gransvirdessatsen.
For att gora detta kommer ni att genomfora vissa uppgifter med dator. Till
exempel kan man anvinda sig av MatLab for att gora uppgifterna. Det vi ska
undersoka dr hur férdelningen for

1 n
X=-1yx
k=1
dndras nér n okar.

1. Generera virden fran en likformig fordelning dar de mojliga viardena &r
1,2,3,4,5 och 6 (som om ni kastade en rittvis tidrning). Ni ska simulera virden
for 50 tarningskast, och upprepa detta 250 ganger. Om ni anvédnder MatLab sa
gor man det enklast genom att spara dom i en 250 x 50-matris som man kallar
M. Totalt har ni data forestéllande 12500 tarningskast.

2. Berikna i tur och ordning X for de 2, 10, 30 och 50 forsta kasten i vardera
rad. Spara de vérden ni far som tex. my2, myl0, my30 och my50 (var och en
av dom &r en 250 x 1-matris).

3. Plotta histogram av vardera av kolon 1 i M, my2, myl10, my30 och my50.
Det &r instruktivt att dndra samtliga skalor sa att de stdmmer Gverens.

4. Vi vet sedan tidigare att

Var(X) =

I detta fall &r p = 3.5 och 0 = 1.71. Normalisera véirdena i my2, my10, my30
och my50 genom att subtrahera p och dividera med o/n (fér respektive n).
Plotta histogram av de normaliserade kolonvektorerna. Rita in i vardera plot
densiteten for en N(0,1)-fordelning. Vad for slutsatser kan ni dra av detta?

En stokastisk variabel med densitet

f(z) for y e R

B 1
- om(l+y?)
kallas Cauchyfordelad.



5. Visa att om Y #r Cauchyfordelad, sa #dr E[|Y]|] = co. Visa ytterligare att
Var(Y) = oo.

6. Upprepa steg 1-3 fast denna gang med data genererade fran en Cauchy-
fordelning. Vad hinder? Skiljer det sig fran fallet da data bestod av tédrningskast?
Forviantade du dig detta? Forklara vad skillnaden fran fallet med térningskast
beror pa.

Ett sitt att undersoka hurvida data man har kommer fran en viss fordelning
eller inte dr att plotta data i en sa kallad qg-plot (quantile-quantile plot). Man
definierar g-kvantilen av en férdelning med férdelningsfunktion F' som det mins-
ta virde x sa att F'(x) > ¢. Om vi inte vet férdelningen vart stickprov kommer
ifran, sa kan vi skatta kvantilerna. Vi far

k
—-kvantilen for stickprovet X1, Xo,..., X;, = X()-
n

For att undersoka om varat stickprov dr normalférdelat kan vi plotta dess kvan-
tiler mot motsvarande kvantiler for en normalférdelning.

Extra. Plotta kvantilerna for my2, my10, my30 och my50 mot kvantilerna
for en normalférdelning. Nar de plottas mot en normalfordelning sa kallas en
sadan plot ocksa for normal probability plot. Vad kan man dra for slutsats fran
detta? Hur borde grafen se ut om data &r normalfordelade?

Hint: T MatLab kan gora detta automatiskt med komandot normplot(X).



