Analys o Linjar algebra
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Analys o Linjar algebra

Lektion 1



-

Tema:

® vad menas ?
o varfor ?
® hur?

Kurstema

f(x) =0 Hitta x!




Funktioner m.m.

Grundl aggande begrepp:

variabler
samband
modell
funktion
ekvation
l0sning

© o o o o o @

berakning



Funktioner m.m.

fVidare T

® existens
o entydighet
o stabilitet

# residual - fel
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Funktioner m.m.

Exempel FOr cirklar verkar galla

0O=cCr,

O <

dar ¢ ar en konstant ~ 6.28.

o |
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Funktioner m.m.

Exempel FOr trianglar galler

b-h

a=—-,
2

dar a arean.
Har r, 0, b, h,a variabler, dar t.ex. r resp. b och A kan

betraktas som oberoende variabler, varvid o resp. a blir
beroende variabler.

|
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Funktioner m.m.

Exempel FOr en fjader verkar galla (Hooke)

c=k(l—1lp) =kuz,

dar o spanningen/reaktionskraften, z =1 — [
langdforandringen/tojningen, k konstant.

o |
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Funktioner m.m.

o N

Variabelsambandet 0 = k 2 ar en matematisk modell av
sambandet mellan t6jning och spanning (Hookes lag).

Exempel Vid fritt fall galler

dar ¢ ar tiden, v
ar (fall)hastigheten, s ar strackan, och ¢ ar en konstant, ~ 10.

o |
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Funktioner m.m.

-

Har ar v och s funktioner av t. Kan uttryckas
v= f1(t), dar fi(t) =10¢,
resp.
t2
s = fa(t), dar fa(¢) =10 5 = 517,

eller kortare,
v(t) =10t, s(t) =5t

f1 resp. fo utgar alltsa fran ett t-varde och ger motsv.
hastighet v = f1(t) resp. stracka s = fa(t).

o |
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-

Funktioner m.m.

Funktioner kan visualiseras med grafer:

V S
A A

v="fi(t)=10t

-

s=f,(t)=52
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Funktioner m.m.

-

1

k

Sambandet o = & (I — ly) kan askadligas:

o = f(l)

y

Vilka samband ar linjara? Vilket ar icke-linjart?
Variablerna v och ¢ ar proportionella (med
proportionalitetsfaktor ¢ ~ 10).

.

|
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Funktioner m.m.

o N

En ekvation ar en “likheter som vill bli uppfylld”:

Exempel Bestam den tOjning x som motsvarar spanningen 2
om k = 3:
3T = 2.

Att [0sa en ekv. =~ att hitta det/de z som “passar” | ekv. Har
r = 2 = 0.6666...

o |
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Funktioner m.m.

-

Exempel Bestam den tid som motsvarar fallstrackan 10:
5t2 =10 < t*=2.

Vilket/vilka t passar i denna ekv.?
# Finns losning ?

# Finns flera ?

® Ar den/de felkansliga (¢ ~ 10)?

N

|
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Funktioner m.m.

Felk allor

Exempel Hur lang tid tar ett fritt fall pa 10 meter?
Modell: 105 =10, dvs 2 = 2.

LOosning: t = 1.4

Modelleringfel: Friktion forsummad, och g = 9.81 < 10.

Berakningsfel: ¢t = 1.4 16ser inte ekv. t? = 2 exakt, ty
1.4% = 1.96 £ 2.

|
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Funktioner m.m.

-

Residual : Idealt ¢ uppfyller f(¢) =t* —2 =0. For vart ¢t = 1.4
galler f(1.4) = —0.04, som kallas residualfelet, eller bara
residualen.

Vad sager residualen om felet i ¢-vardet?, dvs vad sager
f(t)-felet om t-felet? Finns samband?

|
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Funktioner m.m.

o N

Omskrivning av ekvation

Ekvationer med samma losningar kallas ekvivalenta.

Exempel
?=2z+12°-22-1=0.

nV

=:f(z)
Speciellt: En ekv. kan alltid skrivas pa formen f(z) = 0.

o |
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Funktioner m.m.

-

Omvant galler t.ex.:

2f(r) =0« f(x) =0 z=a+ f(x)

0

r=g(zx) darg(z)=z+ af(x) meda #0.

Kommer att utnyttjas vid s.k. fixpunktsiteration senare.



Funktioner m.m.

-

Notera: Vid ofdrsiktig kan losningar tillkomma:

<F
r=1 7 ?=1ez=1elerz=—1,

=

eller forsvinna:

<>
—

(x+1)x=2x r+1=2x=1.

Vad ar problemet har?

.

|
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Funktioner m.m.

o N

Funktioner av flera variabler

Exempel f(b,h) = %' ger arean av A.

Exempel f(r,i) = ri? ger effektutv. i ett motstand med
resistans r vid strom i
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Funktioner m.m.

Exempel f(T,V) = c% ger trycket p i en gas med temp. T
och volym V (¢ = n R, n mol, R gaskonstant.)

Exempel Tempen u varierar med lageskoord. z, y, z och tiden
t,dvs u = f(z,y, 2, t).
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Funktioner m.m.

-

Definitionsm &ngd “Tillatna/avsedda input” till f(z) betecknas
D(f), eller Dy.

Exempel Funktionen f(z) = 1/x kan sagas ha
definitionsmangd {z € @ : x # 0}, dvs mangden av alla
rationella tal x utom talet 0, eftersom divition med 0 inte kan
definieras pa ett naturligt sétt.

o |
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Funktioner m.m.

Exempel Betrakta “tryckfunktionen” f(T,V) = ci. Av
“matematiska skal” kan inte variabelkombinationer (7, V)
med V = 0 inga i definitionsmangden. Men dessutom
maste man ju har tanka sig att bade 7" och V ar positiva tal.
Varfor? Vidare kan man tankas vilja inskranka
definitionsmangden ytterligare (ganska mycket) for att

f(T, V) skall kunna ge ett nagorlunda rimligt/noggrannt
varde pa trycket p = f(T,V).

Det ar alltsa upp till “konstruktéren” av en funktion att

bestamma dess definitionsmangd, dvs vilka argument den

kan “matas” med. | matematisk mening brukar man annars

tanka sig att definitionsmangden ar den storsrta “mojliga”,
Lsom for funktionen f(z) = 1/x ovan. J
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Funktioner m.m.

-

vardemangd “Resulterande output”. Vardemangden for en
funktion f(z) betecknas E(f), eller R; (R for range.

Exempel Funktionen f(z) = 2z med definitionsmangden
D(f)={x: -1 <z <2} =(-1,2] ar helt enkelt (-2, 4].

Exempel Losningarna y till ekvationen y? = z brukar ju

betecknas y = /z och y = —/(z), dvs f(z) = /= betecknar
det positiva tal for vilket (f(z))? = z. Man skulle forstas lika
garna kunna ha bestamt sig for att lata \/z beteckna

motsvarande negativa tal. Men for f(x) = \/z galler alltsa
speciellt R(f) C [0, c0).

|
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Funktioner m.m.

o N

Monom, polynom och rationella funktione

De enklaste funktionerna: =, 2, 23, z% ..

>" y =x T y =%
) )

—_—— <
<
1
o

Lkan (tillsammans med 2 := 1) anvandas till att konstruera
mer komplicerade fknr, monom, polynom och rationella fknr'_|
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Funktioner m.m.

-

Monom: —7z3, 2.1z2, ..
Polynom: 2 —ax + 723,...

dvs summor av multipler, s.k. linjarkombinationer, av
1(=: 29), z, 22, 23,..

o |
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Funktioner m.m.

-

Exempel Insatskapital kg, arsranta z, ger efter n ar kapitalet
k = ko (1+ z)". Kapitaltillvaxten ges av

k n
b= 0+a)" = f(@)

FOor
o n=2 fla)=0+2)°=04+2)1+z)=1+2z+ 22
® n=3 flx)=0+2)3=14+32+ 322 +2°

rta pa rta

dar sista resp. de tva sista termerna utgors av “ranta pa
ranta’.

o |
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Funktioner m.m.

Exempel Om insatskapitalet lyfts efter ett ar, men rantan T
kvarstar ytterligare 2 ar erhdlls k = kg z (1 + z)2. For vilket z

erhalls k& = kq?, dvs

r(z+1) =z+22°+2° =1.

N

=f(z)

-2 | 2

-1 O
O O - X
1| 4
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Funktioner m.m.

Linj ara polynom/fknr

-

Egentligen funktioner dar x och y ar proportionella, dvs

y=kx |meni“dagligt tal” &ven: | y=kx+m
y =KX y=kx+m
.
}/ y=2X }// y=5X
1
/ 2
- X
y=-3X
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Funktioner m.m.

o N

y = kx +m motsvaras av linje i planet. Om k och en punkt
(z1,y1) pa linjen kdnda, dvs ett x; och motsvarande
y1 = kx1 + m, sa kan m berédknas:

m =1y —kx.

Om tva punkter (z1,y1) och (z2,y2) pa linjen givna sa kan
bade k£ och m beraknas:

y1 =kx1+m
Yo = kxg +m

ger
y1 —y2 =kar+m—(krz+m) =k (21— x2),

 dvs |
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Funktioner m.m.

varefter m fas som ovan.



Exempel FOr f(x) = kax + m galler f(1) =2 och f(2) = —1.

Funktioner m.m.

Bestam k& och m:

ger

dvs

varav

dvs

2=k-1+m
—1=k-24+m

2 (—1) = k(1 —2),

m=2—(-3-1) =5,

f(x) = =3z +5. Kontrollera !!!

-
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Funktioner m.m.

-

Polynom av grad 2

f(x) =ag + a1z + ag 2,

kan skrivas pa formen
f(z) =a(z+0)?*+ec

Underlattar visualisering/plottning bl.a.



Funktioner m.m.

-

Exempel f(z) = —0.5(z + 1)* + 2 “konstruerad” i tre steg:

U = o

\\ » e

-

y=-0.5 (x+13

//
y
A

12
/\\y:—o.s (x+1J +2
. CH




Funktioner m.m.

-

Omskrivningen bygger pa kvadratkomplettering:

Exempel
flx) = 224+6x+5
= 2°+6x+32-32+5
= (x—:3)2—32—|—5
= (z+3)*—4

Kvadratkomplettering ligger till grund for [6sn. proceduren
for 2:a gradsekv.:

o |

.~ p.35/106



Funktioner m.m.

Exempel
?+6x+5=0 <&
(z+3)?-3+5=0 <«
(z+3)*=3"-5 &
r+3=4+vV32-5 &

r=—-34++3%2 -5,



-

Funktioner m.m.

Har mott polynom-funktioner

f(z) =ag+a1z+az2®+ .. +a, 2",

(av grad n om a,, # 0) dar ag, a1, as, .., a, ar givna

tal/

fun
av

Konstanter, dvs linjarkombinationer av de enklaste
tionerna 1, =. 22, 23, 2%, ... Linjarkombinationer

Y )

nela polynom ger nya polynom.

Exempel

2(1 —22) =3Bz +2°)=2— 132 —32°.

|
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Funktioner m.m.

o N

Aven multiplikation av polynom ger nya polynom. Kvoter
mellan polynom ger daremot en ny typ av fkn, s.k. rationella
fknr.

Exempel

o : |
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Funktioner m.m.

vas polynom kan i sin tur adderas (allmannare T

linjarkombineras), multipliceras o. divideras. Division ger
s.k. rationella fknr.

Exempel f(z)=1—2z, g(z) =3z + 2> ger

Den naturliga definitionsmangden for funktionen 5 ar

forstas {z : x € D(f) N D(g),g(x) # 0}.
-

|
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Funktioner m.m.

-

Partialbr aksuppdelning:

20 — 1

dar A=1/3och B=5/3,ty

A B (42 A+4(z—-1)B

Exempel:

B 20 — 1
224+z—-2 (z—1)(z+2)

_|_

r—1 z+2  (z—-1D(z+2)

vilket ger A och B.

.

A+B
r—1 x+2

)

=2 —1
N — —
(A+ B)x + (24 —

24+ —2

B)

,

|
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Funktioner m.m.

Generellt: Allmant féljer man schemat

# om taljarens gradtal > namnaren utfors forst
polynomdivision

# namnaren faktoruppdelas

°

lamplig ansats stalls upp
o koefficienterna identifieras

|
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Funktioner m.m.

-

Exempel:

2r+1  2zx+1 _A Bx+C

= +
B4+r x(x*+1) =z 2?+1

,

varefter A, B och C beraknas som forut. Observera att
linjar taljare maste anséattas om namnaren av grad 2!

o |
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Funktioner m.m.

o N

Exempel:

27 + 1 A N B N C N D
(z—-1)32z+1) (z—13 (z—-1)2 z-1 22+1°

varefter A..D beraknas som forut. Observera att multipla
namnarfaktorer kraver speciell ansats!

o |
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Funktioner m.m.

o N

Polynomdivision
Givet polynom p(z) av grad m och ¢(z) av grad n, sa finns
polynom k(x) och r(z) sadana att

och dar “restpolynomet” r(x) har grad < n.

Exempel: 2° — 2 +2=(z—1)(z*+ 2z — 1)+ (v +1).

v

p(z) q(z)
Polynomen k(x) och r(z) beraknas som foljer:
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Funktioner m.m.

o N

Kommer aven att jobba mkt med funktioner som “styckvis”
ar polynom, s.k. “styckvis polynom”.

Exempel

<
<<

A

\_/\\/\ y=1x]
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Funktioner m.m.

-

Sammans attning av fknr

z— f(z) =y — g(y).
Den sammansatta funktionen

g(f(x))

betecknas aven (g o f)(x).



Funktioner m.m.

-

Exempel f(z) =1+ 22, g(y) = 4y ger

o(f(2)) =4 (1 +2?)
flo(@)) =1+ (42)°,

dvs observera speciellt att f o g # g o f 1 allmanhet. (Vad
betyder “I allméanhet” har?).



Funktioner m.m.

fHur l6sa f(X) =07 .

Har mott ekv.
| 3xr =2,

motsv given spanning 2 och styvhet 3, och z sokt tojning,
och

1l 22 =92

motsy fritt fall 10 (m) med z sokt falltid.
| har [6sning

2
L T = 3 NP 0.66606660.... J

vad menas?
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Funktioner m.m.

-

Lattare greppa andliga decimalutvecklingar:

Haratt 2 =~  0.666..6,. Jo,
~—

2 _
5 = 0.666..6,] <107,

dvs kan fa 0.666..6,, “hur nara 2/3 som helst”! (genom att
valja n tillrackligt stort for aktuellt behov).

o |
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Funktioner m.m.

-

Sager att foljden
0.6, 0.66, 0.666, ..

betecknad {0.666..6,}°°,, konvergerar mot 2, vilket
kortfattat skrivs

| 2
My, 000.666..6, = 3.

eller ibland
2 0
0.666..6,, — 7 da n — oo.

Notera likhetstecknet | “limesvarianten”!

o |
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Funktioner m.m.

o N

Periodiska decimalutvec klingar

Rationella tal som % och 2 har periodiska
decimalutvecklingar (AM:B&S sid. 58). Exempel:

2
— =0.1818 18 18 18...
11

Omvant, (AM:B&S sid. 59-61) Periodiska
decimalutvecklingar motsvarar rationalla tal!

Men, det finns ju..

o |
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Funktioner m.m.

o N

Icke-periodiska decimalutvec klingar

Exempel
0.10100100010000100..

Detta maste alltsa vara ett “icke rationellt”, eller irrationellt,
tal.

o |
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Funktioner m.m.

Talet +/2, om det nu finns, maste ocksa vara irrationellt, ty
antag v2 = %’ med p och ¢ heltal, och att vi férkortat sa att

ej bada jamna. Da galler
p*=2¢",
dvs p maste vara jamnt, dvs p = 2 k for ngt heltal &, dvs
(2k)* = 4k% = 2¢°,

varayv foljer att &ven ¢ maste vara jamnt. Kommer alltsa till
en motsagelse som visar att /2 ej kan vara = g, dvs

rationellt.

|
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-

Funktioner m.m.

Hur berakna \/§ ?

dvs hitta decimalerna i /2 = 1.414....

Bisektion, eller inter vallhalvering

Soker z s.a. f(z) = 2? —2 = 0. Finner att (1) = —1 < 0 och
att f(2) =3 > 0. Soker = mellan x = 1 och = = 2. Kollar
mittpunkten x = 1.5. Finner att

f(1.5) = f(2) = 2 —2 = 1 > 0. Koncentrarar oss pa
intervallet 1, 1.5] och kollar nya mittpunkten x = 1.25:

£(1.25) = f(%) = 22 2 < (), OSV...

o |
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Funktioner m.m.

0 1 2

1 1 1.5

2 1.25 1.5
3 1.375 1.5
4 1.375  1.4375
b 1.40625 1.4375
6

Ser att skillnaden X; — z; blir mindre 0. mindre, och att fler
och fler decimaler 6verensstammer i z; och X;.

o |
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Funktioner m.m.

Uppgift: Skriv ett matlab program som succesivt beréaknar T
talen z; (och X;), har 1,1,1.25,1.375, 1.40615, .., for godtycklig
ekvation f(z) = 0 med givna zy och X, sadana att f(z() och
f(Xp) har olika tecken.

|
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Funktioner m.m.

function int = MyBisect(f, int, tol) T
% Solves f(x) =0, that Is, given f = f(x)

% and an interval I1nt = [a,Db]

% on which f changes sign, and a tol erance
%tol, the solver uses succesive

% bi section of the given interval Iint to
%finds a subinterval int of |ength

% at nost tol, containing a solution X.

|
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Funktioner m.m.

oy N

% 1 nput argunents:

% f a string (such as 'sin(x)’)

% representing f(x)

%% Int an interval [a,b] such

% that f(a)*f(b)<0, that Is, on which
% f (x) changes sign

% tol a given (positive) tol erance

% (such as 0.001)

while diff(int) > tol

o |
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Funktioner m.m.

fWhile diff(int) > tol T

X = int(1);
| eft Val ue = eval (f);
X = int(2);

X = sum(int)/2;
m dpoi nt Val ue = eval (f);
| f leftValue * m dpointValue < O

Int(2) = x;
el sei f ...
int(l) = x;
el se

o |
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Funktioner m.m.

fWhile diff(int) > tol T

| f leftValue * m dpointValue < O

Int(2) = x;
el seif ...
Iint(l) = x;
el se

di sp(’ Check that f changes sign on given
I nterval!’)
return
end
end

o |
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Funktioner m.m.

-

komplettera koden enligt angivna specifikationer
KOr ett antal testexempel
Komplettera med data-check

komplettera med auto-stop vid icke-konvergens

skriv variant som levererar en approximtiv rot som
utdata

|
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Funktioner m.m.

o N

Konvergens

Noterar att foljden {z;}:°, “forsoker konvergera”, men mot
vad? Jo, mot
1.414213562373....

Problemet ar nu: Hur raknar man med sadana tal?
Multiplicerar med 2 t.ex.? Aterkommer till detta !

o |
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Funktioner m.m.

Fixpunktsiteration

Skriver om ekv f(x) = 0 som

r+af(x) =2, medngta#0.
(z)
—:g(x

Soker z s.a. g(x) = z, dvs g lamnar z fixt!

ldé: Tag godtyckligt -y och mata ini g. Kalla resultatet z1,
dvs z1 = g(xg). Om z1 = x¢ ar allt klart; z¢ ar en fixpunkt,
eller hur? Annars, mata in x1 | ¢ och kalla resultatet x4, osv,
dvs satt

r; = g(Ti—1).

|
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Funktioner m.m.

Dvs, Iterationen T
XTi—1 — g(xi_l) = I

ger foljd o, 1, v2, 73, .., Ti—1, T4, Tit1, -
Om foljden xy, z1, 2, .. konvergerar, dvs talen i foljden allt

mindre skiljer sig at, ger detta fler och fler decimaler i en
l0sning till z = g(x).

|
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Funktioner m.m.

o N

Nar konvergens?

Fragar oss forst: Ligger zo narmare z; an vad z; ligger nara

x07?-
r9 = g(x1) och x1 = g(xg)
ger
22 — x1] = |g(x1) — g(o)]

Om nu g ar en fkn sadan att

l9(2) —g(y)| < L]z —y,

for alla mojliga z,y med | L < 1|sa blir svaret ja, vilket leder
till konvergens!

o |
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Funktioner m.m.

-

Har sokt I0sn z till f(x) = 0 med bisektion, och till g(z) = =
med fixpunktsiteration, dvs

Tj+1 = g(xj).

Har ocksa noterat att g(z) = x kan skrivas f(z) = 0, t.ex.
med f(z) = g(x) — x, och omvant att f(x) = 0 kan skrivas
g(z) =z, tex. med g(z) =z + a f(z), a # 0.

Ekvationen ¢g(z) = x uppkommer ofta naturligt:

|
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Funktioner m.m.

-

Exempel Du saljer jultidningar for z (tusen) kr. Forlaget tar

25%, plus 250 : — i fast avgift. Hur mycket maste du sélja for
att na “break even”? Jo, sa att

. 1 1

Inkomsten = z = ks -+ 1= kostnaderna,

dvs z = 3 = 0.333... (tusen) kr.

o |
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Funktioner m.m.

o N

Vad ger fixpunktsiteration i detta fall? Tar zo = 0 som
exempel. Far

L1 — g(fli'()) — ixo—l— % — i’

vy =g(x1) =1 1+ 1,

r3=9(@)=3G it Hi= G0+ 4
rj= () + (@ () + g

S.k. geometrisk summa eller dito serie.

o |
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Allmant: s = a + a® + o + .. + o’ + o’ berdknas genom

Funktioner m.m.

multiplikation med 1 — a:

dvs

(1—a)s=(1—a)(a+a*+ . +d)

—a+a’+. +ad
—a?—a?— .-~ =a— /T,
a— o/
§ = , fora#1
1l —a
Analogt: s = @’ + a4 .. + ol = LTL

|
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Funktioner m.m.

For fixpunktiteration ovan galler alltsa:

14— (174t 1—(1/4)Y 1
- 1-1/4 3 3

Lj
da j — oo.

Sager att foljden {z;}52, konvergent med gransvardet
T =1/3:

och har redan noterat att gransvardet x = 1/3 loser den
givna ekvationen g(x) = x.

|
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Funktioner m.m.

“Geometriskt” har foljande hant:

y
) _
y = X
_1, 1
Y=3%"3
gxXa ) |.......
20n8 : 9(x)
~ : - X
Xo %4



Funktioner m.m.

{__function X = MyFI xedP(g, x, tol)

whi | e abs(dx) > tol

dx = ...

X = X + dx;
end .-
| |
X X + dXx




Funktioner m.m.
fSuploly
& comments
data checks
non-convergence auto-stop
system version
g as sting/eval or as function
testing, double root

© o o o o ©

applications

o |
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Funktioner m.m.

o N

Foljden {z;}52, konvergent med gransvardet z = 1/3 ty

11

_ J <1079/
3(4) — y

2 — |

dvs z; kan fas att dverensstamma med z med godtyckligt

manga decimaler, genom att ta j tillrackligt stort. Brukar
uttryckas: Till godtyckligt litet ¢ > 0 finns IV s.a.

lz; —z| <e ombaraj> N.

o |
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Funktioner m.m.

o N

Kan man veta om en foljd ar konvergent utan att kanna z,
dvs dess ev. gransvarde?

Defintion En 10ljd {z,}72, ar en Cauchy foljd om till godt.
litet ¢ > 0 finns N s.a.

lz; — ;] < e ombarai&j > N.

o |
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Funktioner m.m.

o o

En konvergent foljd maste vara Cauchy, ty givet e > 0 kan vi
da hitta V s.a.

|xz-—a:j|§|xz-—:i|—|—|xj—:i|§ + - =€

€ €
2 2
for 7, 7 > N. Har har utnyttjat triangelolikheten (for rationella
tal).

o |
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Funktioner m.m.

Omvant definierar en Cauchyfdljd en entydigt bestamd T
decimalutveckling, ty om t.ex. vitar e = 107 sa finns N s.a.
alla talen z; och z; med i, j > N skiljer sig at forst i 7:e
decimalen, och om vi tar e = 107°Y s& finns N (gissningsvis
storre an det forra) s.a. z;, z; med ¢,5 > N alla
Overensstammer | de 50 forsta decimalerna, osv.

|
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Funktioner m.m.

-

Ater till bisektionsalg. applicerad p& ekv. f(z) =22 -2 =0,
vilken med zp = 1, Xo = 2 genererar foljd av intervall |z, X}]|
mer X, —z; = 277 och [z,41, X;+1] C [z}, X;] (C delm&ngd
av/innehallet i). Foéljden {2172, bildar da en Cauchyféljd, ty
for: > j galler ju z; € |z;, X;] och darmed

|xz- — :Ijj| < Q_j,
dvs givet ¢ > 0 finns N s.a.
lz; —z;] < e ombarazd,j tillr. stora (> N).

Men da maste foljden {z;}%2, vara konvergent och ha ett
(rationellt eller irrationellt) gransvarde z.

|
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Funktioner m.m.

o -

Men vet vi nu att detta z |I6ser den givna ekvationen, dvs att

Notera att vi inte kan berékna z? t.ex. for irrationalla z. Vi
|O0ser problemet genom att helt enkelt definiera

f(@) = fFImjsoozs) = My o0 f(25),
om detta ar “mojligt”’, dvs om foljden { f(z;)};2, visar sig
konvergent sa att den har ett gransvéarde
Iimj_mf(:z:j).

Noterar att f(z;) ar valdefinierat rationellt tal. Alltsa géller
det nu bara att visa att { f(z;)}32, ar en Cauchyfoljd. J
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Funktioner m.m.

o N

Men for funktionen fochallaz,ye @ med1 <z,y <2
galler

(L) [f(z)=f ()| < Llz—y|,
med L =4, ty

fla) = fly) =12 —2—=(y* =2)| = |2* —y*| = |(x +y) (z — y)|
= |z +y||r —y| <4z —y),

dvs (L) galler med L hogst 4. Men harav foljer att
f(zi) — fz)| < 4z —xj] <€

om bara ¢, j tillr. stora, dvs {f(z;)} Cauchyfoljd ty {z;}
LCauchyfbljd & f Lipschitskontinuerlig (uppfyller (L)). J

.- p.80/106



Funktioner m.m.

Sats Om f Lipschitzkontinuerlig pa [z, Xo] och
f(zo) f(Xo) < 0 sa konvergerar foljden {z;} i
bisektionsalgoritmen mot en rot z till f(z) = 0, dvs s.a.

f(z)=0.
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Funktioner m.m.

Har sett hur bisektion tillampad pa ekv f(z) = 22 —2 =10
(med t.ex. zp = 1 och X, = 2) ger en foljd {z;}52, och en
folid {X;}52,, s.a.

(%) flzj) =2;-2 <0< X;-2 = f(Xj).

Foljden {z;}52, (llksom {X,}52,) ar en Cauchy foljd, vilken

definierar ett entydigt bestamt (rationellt eller irrationallt)
reellt tal z med
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Funktioner m.m.

o N

Stallde fragan: Loser detta z den givna ekv., dvs galler
£(@) = fiM;S00z) =0 7

Eftersom funk. f(z) = 2 — 2 fanns vara Lipschitz
kontinuerlig 1 det aktuella intervallet [1, 2|, dvs s.a.

|f(a) — f(b)]| < Lla—b] forallaa,bli|l,2],

med L = 4, foljer att aven foljden { f(z;)}32, av motsvarande
funktionsvarden ar Cauchy. Vi kan darfor definiera

(@) = f(Iimjoeozi) = Moo f(25),

dvs vi har lyckats ge mening at f(z). Nu aterstar att kolla att

 f(z) =0, dvs att o
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Funktioner m.m.

o N

Iimj_mf(:z:j) = 0.
?

Men enl. (*) har vi

f(zj) = 0] =|zF =2 0] < |25 —2 — (Xf_— 2)| = |25 — X3
(zj+ X;) (z; — Xj)| <4|z; — X;| =4277 <,

for godtyckligt litet e > 0, om bara j tillr. stort, dvs
flz;) =0 da j— oo,

eller
L im0 f(2;) = 0.QED J
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Funktioner m.m.

i N

Lipsc hitz kontin uitet
Exempel Linjara funktioner ar Lipschitz kontinuerliga:

A

atb) ,

g@)

= |
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Funktioner m.m.

-

| exemplet:

fla)— f(B)| < 3la—b|, L=1/2,
lg(a) —g(b)] < 2]a—0b|, L=2

Mera allmant: f(x) = kx4 [ Lipschitz kont. med L = |k|.



-

Funktioner m.m.

-

Exempel Har redan visat att f(z) = 22 — 2 ar Lipschitz kont.
pa [1,2] med L = 4.

Exempel f(x) = 23 ar Lipschitz kont. pa [—c,c] med L = 32,
ty

f(a) = f(b)] = |a® = b°| = |(a® + ab+ 1) (a — D)
< (la®| + [al [B] +[b°]) | — b] < 3c*|a — b].
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Funktioner m.m.

-

Exempel Polynom f(x) = ag + a; x + .., +a, 2™ ar Lipschitz
kont. pa begransade intervall [—c, c| (fér givna rationella
coefficienter a;).

Exempel Funktionen f(z) = |x| ar Lipschitz med L = 1:

ja| = 10| < |a —b].

T.ex. géller om |a| < |b]:
bl <la+b—a| <la|+[b—al,

dvs
[la] —|b] | = [b] — |a|] < |b—a] =|a —b].

|
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Funktioner m.m.

-

Enl. ovan har vi for Lipschitz kontinuerliga funktioner f(z)
kunnat ge mening at f(z) aven for irrationella z. Speciellt
kan vi d@ ge mening at sant som 2 - v/2 och =3, eftersom
f(x) = 2z ar Lipschitz, liksom g(z) = z° pa begransade
intervall, som t.ex. [0, 4] innehallande det irrantionella talet
m = 3.14159... (som figurerar i vart allra forsta exempel i
formen 27 =~ 6.28).

o |
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Funktioner m.m.

o |

Men hur berdknar man da sadant som involverar mer an ett
irrationellt tal, som t.ex. v/27?

Det visar sig att nyckeln till ett svar pa sadana fragor ar att
betrakta funktioner av flera variabler, | det aktuella fallet vill
vi for irrationella tal z och ¥ kunna berakna

f(z,9) = f(limz;,limy;) = limz; limy; = z 7.

o |

.~ p.90/106



Funktioner m.m.

o N

Vi definerar som for en Lipschitz kontinuerlig funktion av en
variabel:

f(2,5) = fllimaj, limy;) = limj o f (25, 9;)

Som tidigare ar detta ok om { f(z;,y;)} bildar en
Cauchyfdljd. Vi undersoker darfér om f Lipschitz, dvs om

f(a1,a2) — f(b1,b2)| < L(la1 — b1| + a2 — b2]),

for alla aktuella a = (a1, a2) och b = (b, b2).
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Funktioner m.m.

-

FOr f(x,y) = zy finner vi att

| f(a1,a2) — f(b1,b2)| = |a1 aa — by b
= |a1 az —az b1 + a9 b;—bl bz|

7
== |a2 (a1 — bl) ‘|‘b1 (CLQ — bg)| S |CL2| \al — b1| -+ |bl| |CL2 — bg|
< d|a1 — b1| + C|CL2 — bg| < [T]B.X(C, dl(|a1 — b1| -+ ‘az — bQD

Vo

=:L

* (b,,b,)

e (2,8 )

- "C .
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Funktioner m.m.

-

Byt nu (a1, a2) mot (x;,y;) och (b1, b2) mot (x;,y;), och det

foljer att

|f(xi,yi) — f(z5,95)] < L(|eg — x5 + |lyi —y;l) <e,

for godtyckligt litet e > 0 om bara ¢, j tillr. stora, dvs {z; y;}

ar en Cauchyfoljd.

X| Yij Xj Y

3.1 1.4 4.34

3.14 1.41 4.4274

3.141 1.414 4.441374

3.1415 1.4142 4.4427093
L 0 V2 = m2

-

|
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Funktioner m.m.

o N

Funktionen f(x) = "

Vill har for » = p/q rationellt med p, ¢ > 0 och =z > 0 definera

f(x) =a".

Exempel f(z) = z/2. Definierar y = f(z) = z'/2 som den
entydigt bestamda [6sningen ¢ > 0 till > = z (eller

g(y) = y?> — z = 0). Har sett att sddan l6sning finns for z = 2.
Analogt for andra rationella = > 0. Entydigheten foljer av att
g(y) = y* ar strangt vaxande med vaxande y > 0, dvs
0<y1 <92 < g(y1) =v% < y3 = g(y2), dvs tva olika
y-varden > 0 kan ej ha samma kvadrat.

o |
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Funktioner m.m.

-

Implikationen foljer av att

ys —yi = (y2 + 1) (12 —y1) >0,
S— ——

>0 >0

for 0 <y <o

o |
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Funktioner m.m.

-

For allmant r = p/q, p,q > 0 definieras y = z” = zP/7 som
l6sningen ¢ > 0 till
3

Detta definierar f(x) = 2" : Q+ — Ry vilken sedan kan
utvidgas till f(z) =2" : Ry — R+ genom

f(@) =limjoo f ()

som tidigare!

|
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Funktioner m.m.

-

Potensla garna: Har for z > 0, y > 0 och rationella » = p/q och
u = s/t (som for heltalspotenser) att

® gl = gy
® "y = (zy)

9o (xr)u — x’l”’U,

|
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Funktioner m.m.

-

Bevis av potensla garna:

"y = (zy)"

Satt v = 2" = 2P/? och w = y" = yP/4, dvs v? = 2P och
w? = yP. Ledvis multiplikation ger att

vl wd = PP

N——"
=)t =(zy)r
dvs
vw = (zy)s = (zy)",
QED.

o |
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Funktioner m.m.

Bevis av potensla garna:
(z")% = 2",
Satt v = 2" och w = v¥, dvs v? = zP och w' = v*. Harav
wit — (wt)q _ (,US)q — 59 — (UQ)S — (:Cp)s — xp87

dvs

3
v

ru

S
|
3
|
S

QED.

Ovning: Bevisa den aterstaende potenslagen.

|
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Funktioner m.m.

-

Invers funktion
Om till varje y finns ett entydigt bestamt » sadant att

f(z) = y s& betecknas detta z aven f~!(y), dvs om z
entydigt bestams ax y pa detta sétt kan kan z ses som

vardet av en funktion av y betecknad f~1(y), dvs z = f~1(y).
= f(x)

o |
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Funktioner m.m.

-

Nar funkar fixpunktsiteration?
Lat g vara en kontraktion, dvs en funktion sadan att

g(a) — g(b)| < Lla — b|
for alla a och b, for nagot L < 1.
Soker z sadant att ¢(z) = 7.
Genererar foljd
L0, L1, X2,y oy Tj1y Ty T gy vy Tie1y Tiy Tit 1,y -

sadan att g(z;) =: z;;. Visar att foljden ar en Cauchy foljd.

o |
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Funktioner m.m.

-

Har att
2 — 41| = |9(zj-1) — 9(z;)| < Llzj—1 — 24
S L(L|£Bj_2 — ZEJ'_1|) S .. S Lj|513() — .CEl|.
Analogt
i1 — zjpa| < L wg — 24],
0.S.V. Dvs

2 — x| <|zj — zjpa| + |71 — Tipe| + o+ o1 — 34

L . LJ — Y LJ
< (L‘7—|—L‘7+1—|—..—|—Lz_1)|5130—331| = T |$0—£IZ1| < T T

o |
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Funktioner m.m.

o N

Alltsa ar féljden {z,} konvergent med ett gransvarde z.
Aterstar att visa att ¢(z) = z. Men
g(z) = g(limz;) = limg(z;) = limz;+; = 2.

QED

o |
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Funktioner m.m.

o N

Kan det finnas flera fixpunkter?
Nej, ty antag att bade a och b ar fixpunkter, dvs att g(a) = a
och ¢g(b) = b. Da

ja — 0] = |g(a) — g(b)| < Lfa — 0],

vilket endast ar mojligtom a = bty L < 1. Dvs det kan inte
finnas tva (olika) fixpunkter!

o |

. — p.104/106



Funktioner m.m.

-

Har nu bevisat foljande: T
En kontraktion ¢ : R — R har en entydigt bestamd fixpunkt
z, vilken kan beraknas med iterationsmetoden g(z;) =: z;+1.

o |
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Funktioner m.m.

-

Resultatet kan generaliseras till det fall g ar en kontraktion
pa ett givet intervall [a, b], dvs avbildar alla z i [a, b] pa
g(z)-varden i samma intervall, och sadan att g ar
Lipschitzkontinuerlig med L < 1 pa intervallet. Da finns ett
entydigt bestamt z i intervallet sadant att ¢(z) = z.

y = 9(x)

. — p.106/106
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