Determinant. Invers matris (Ch 42.23-34)

Kvadratisk matris, typ n x n (lika manga rader som kolonner)

a1 o Q1
A= =la1,...,an]
an1 Apn
7 7
a1 Qp,

Kom ihdg “volymsfunktionen” i R? och R?.
I R? kryssprodukten:

ailr a2
Va1, a2) = a1 X a2 = a11022 — az1a12 =

a1  a22

Egenskaper:

V(a1,a2) = £ arean av parallellogram
V(e1,e2) = 1 = arean av enhetskvadraten
V(az,a1) = =V (a1, a2)

V(aay + fb1,a2) = aV(a,az) + BV (b1, a2)

bilinjar (linjir i bada variablerna)
V(al, aas + ﬁbg) = on(al, ag) + ﬁV(al, bg)

I R3 trippelprodukten:

a1l a2 ais
V(ar,az,a3) = a1 - (a2 X a3) = | as1 age ass

az1 asz ass

a22 A23 az1 a23 az1 a2
=ar — a2 + a3

a3z2 ass a1 ass asz1 as2

= a11(a22a33 — a23a32) — a12(a21a33 — az3as1) + a13(az1a32 — a22as1)

Egenskaper:

V(ay,az2,a3) = £ volymen av parallellepiped



1
V(617€2,63):1: 0
0

o = O

0
0 | = volymen av enhetskuben
1

V(a1,a2,a3) = —V(aq, a1, as), osv, alternerande
trilinjar (linjér i alla tre variablerna)

Man kan definiera en volymsfunktion i n variabler som har samma egenskaper, dvs alternerande,
multilinjar med V(ey,...,e,) =1, se (42.51):

V(ah az, ..., an) = Z iaﬂ'(l)l © o Qr(n)n

Vi bryr oss inte om detaljerna i denna definition. Vi noterar bara att V' ar en summa av produkter
av n matriselement, precis ett fran varje rad och varje kolumn, med tecknet plus eller minus
varannan gang enligt ett visst schema.

I R? och R? har V denna form, eller hur?

Vi definierar aven determinanten av A:
det(A) =V (ay,...,an)

Den skrivs ocksa

ail . A1n
determinantstreck
det(A) =
7
anl1 ... Qpn
I matlab: det(A)
aq >
a2 > Vv V(ai,...,an) = det(A)
>
det (ett tal)
an >
(n st vektorer)
V:R"x...xR" >R
—_———
n st
Egenskaper (de flesta utan bevis)
(A) det(I) =V(er,...,en) =1
(B) alternerande
V(at, ..., aj,...,ak, -..,a,) = (tva byter plats) = =V (a1,...,ak,...,a;,...,an)

— —

Konsekvens: tva likaa; =a, =V =-V =V =0



(C) multilinjar (linjir i varje argument)
Viai,...,aa; + Bbj,...,an) =aV(ai,...,a;,...,an) + BV (a1,...,bj,...,an)

(D) transponering
det(AT) = det(A)

(E) produkt (med A, B, n x n)
det(AB) = det(A) det(B)

(F) utveckling (efter rad 1)
a1 co.e Qi
det(A) =
an1 .. Qpp

a2 ... Qop a1 a3 ... Qop a1 a4 .o Qop

=an| N B ST S N B CCES S R

an2 ... Qpp an1 ap3 ... Qpp an1 QAp4a ... Qpp

mindre determinanter, typ (n — 1) x (n — 1), som sin tur kan utvecklas.

Kan utveckla efter godtycklig rad eller kolonn.

(G) Gauss-elimination

Kolonnoperationer av tre slag:

(1) 2 kolonner byter plats = determinanten byter tecken enligt (B).

(2) multiplicera kolonn med konstant
Viai,...,aa;,...,a,) = aV(a1,...,a;,...an)
bryter ut konstanten ur determinanten enligt (C).

(3) addera multipel av en kolonn till en annan kolonn
V(a,...,a; + aak, ..., ak,...,a,) = {enligt (C)}
=V(at,..., a5, ..., 0k, ...,an) FaV(a1, ..., 0k, .., Cky.-.,0n)

= 0 enligt (B), tva lika

Determinanten éndras ej.
Samma regler giller for radoperationer, ty det(AT) = det(A).



(H) triangulér matris

ail o Qi
0 a2
= {utveckla efter kolonn nr 1}
0 0 apn
azz ... ... Q2n
0 . :
= a1l — a21 . . . +a,31 . . . —_ ..
: ' =0 -0
0 0  ann
a2 “ o “ o A92n
0 :
= ar = ...= Q11022 ...0np
0 ... 0 apn

oxa trianguldr

Determinanten av triangulér matris ar lika med produkten av diagonalelementen. Enkelt!!

exempel:
12 3 1 2 3
v
1 1 2 / 0 -1 -1

bryt ut —3 ur rad 2
- = (31|01 2
bryt ut —1 ur rad 3 ~

0 1 1
1 2 3
=30 1 2 |={triangulir}=3-1-1-(-1)= -3
0 0 -1

Kan ocksa fortsatta till radreducerad form:



1 2 3 1 2 3| N\
3]0 1 2 |={brytut —lurrad3}=-3|0 1 2
00 —1 0 01
1 0 -1 N 1 00
=-3l0 1 2 \ =-3/0 1 0|=-3 det(I) =-3.
00 1 00 1
1 2 3 1 2 3
exempel: | 4 5 6 | ={Gauss-elim.} | 0 —3 —6 |= {triangulér} =1-(-3)-0=0

1 11 0 0 0

Radreducerad form:

1 2 3 12 3] N 10 -1
0 -3 —6|=-3[0 1 2 =-3/0 1 2(=-311.0=0
0 0 0 00 0 00 0

I matlab: rref(A), det(A)

exempel: (samma som ovan)

1 2 3

4 5 6 |={utveckla efter rad 1}

1 11
5 6 4 6 4 5

=1 —2 +3 = (5—6)—2(4—6)+3(4—5)
1 1 1 1 1 1

=—-144-3=0

Varning!! Sarrus regel (om du vet vad det &ar) kan endast anvindas for determinant av typ
2 x 2 och 3 x 3. Ingar darfor ej i denna kurs!

Gauss elimination A = rref(A) ger antingen fall 1 eller fall 2:

1 0 ... 0
Lo o e

fall 1: A= =TI (enhetsmatris)
0O ... 0 1

(alla trappsteg i trappstegsmatrisen har bredden ett)



1
0
" 0
fall 2: A=
0
0

o o o

1

0 0 01
0 00 01
0000000_

(nagot trappsteg ar bredare &n ett, vi far ettor borjan och nollor i slutet av diagonalen)
fall 1:

(a) det(A) = cdet (A) =c#0 (talet ¢ &r produkten av de konstanter vi brutit ut)
1

(b) kolonnerna ay, ..., ay, ar linjirt oberoende, dvs as, ..., a, ar en bas for R™, dvs R(A) = R",
dvs 16sning till Ax =y existerar for varje y € R™.

(c) Az = 0 har endast trivial 16sning z = 0, dvs N(A) = {0}, dvs 16sningen till Az = y &r unik.
fall 2:

(a) det(A) = cdet(A) =0
=0

(b) kolonnerna &r linjirt beroende, dvs R(A) # R™, dvs Ax = y &r oldsbar for vissa y, ndmligen

y ¢ R(A).
(¢) Az = 0 har icke-trivial 16sning = # 0, dvs N(A) # {0}, dvs lésningen till Az =y &r ej unik.
Villkoret det(A) # 0 skiljer mellan fall 1) och fall 2).
fall 1: det(A) # 0, A kallas icke-singuldr

fall 2: det(A) =0, A kallas singuldr.

Invers matris.
I fall 1 kan vi konstruera en matris X, n X n, sadan att
XA=AX =1 (1)
X kallas inversen till A och tecknas A~!. T matlab: inv(A4)).
Ovning: Visa att inversen r unik!

Vi konstruerar nu X. Vi borjar med att 16sa den forsta ekvationen i (1), dvs

AX =1



Kolonnvis: I = [eq,...,e,], X = [21,..., 2], ekvationen for kolonn nr k blir Azy = ey, dvs

0
all ... Q1n T1k 0
=11 —nrk
apl ... Qnn Tnk 0
L O -

Gauss-elimination rref([4, ex]) = [I, bg], ty A =Tifall 1, och by &r nagon vektor, s att xj = by.
Gor alla pa en gang: AX = I, rref([A, I]) = [I, B], sa att X = B.
Nu 16ser vi den andra ekvationen i (1), dvs YA = 1.

Ekvationen transponeras:

ATYT =1 (ty (AB)T = BTAT 1T =1)
mef([AT, 1) = [ I_.C]
fall 1

sdatt YT =C och Y = C7T.
(Obs: AT tillhor ocksa fall 1, ty det(AT) = det(A) # 0.)
Vi har nu funnit unika matriser X,Y sadana att

AX =1, YA=1I.

Enkelt att visa att X =Y

}..<

AX=YI
~~

=Y

{

~

Alltsé: XA=AX =1,dvs X = A1,

Invers matris kan oxa berdknas med Cramers regel: se AMBS Ch 42.33.



Sammanfattning.

Antag att A, n x n, r en kvadratisk matris. Féljande villkor ar ekvivalenta:

(a) det(A) #0

(b) R(A) =R" (existens)

(c) N(A) ={0} (entydighet)

(d) Az =y har unik l6sning for varje y € R™
)
)

e) A har en invers A1,

(
(f) A’s kolonner ay,...,a, ar linjart oberoende.

Den unika 16sningen till Az =y ges av x = A~ ly.

Obs: for n x n systemet Az = y betyder ekvivalensen (b) < (c) att det ricker att kolla entydighet
(c), sa far man ldsbarhet (b) pa kopet. Och vice versa.

Detta ar mycket anvandbart: det ar ofta latt att visa entydighet.

I praktiken beriiknar vi sillan det(A) och A=!. Det dr mera effektivt att t ex losa Ax = y med
Gauss-elimination. Men det(A) och A~! spelar viktiga roller i matristeorin.

1 2 3
exempel: A= | 4 5 6 |. Vihar sett att det(A) = —3 # 0. Beriikna A~!.
1 1 2

Vi loser AX = I med Gauss-elimination

1 2 3] 10
AIl=14 5 6| 0 1

o O

v
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(a=)
(aw]
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jen}
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jen}
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0 -1 -1| -1 0 1 0 -1 -1 -1 0 1 /
10 -1 =3 2 of «<[1] |1 00| -2 1 1
4 1 2 1
01 2 & 1ol ~ o1of 2 L1 2
1 1 1 1
oo 1| & L 1] [=2 |oo0o1] & -1 1
4 1
-3 3 1
- 1 1 — A1
X=13 3 —2|=4
1 1
3 —35 1



Ovningar.

Berikna det(A) och, om A #r icke-singuliir, beriikna #ven A~! och den unika lésningen till Az =y
med formeln z = A1y,

(71 32 93 33
0 43 57 58
0 0 0 66
0 0 0 13

Svar. Anvind matlab.

2002-12-07 /stig



