PROBLEM

XVII. Ytintegraler

1. Anvénd uttrycket for arean av en yta med parametriseringen S = S(u,v),

A= // |S!, x S!|| dudv,
Q

och visa att det reduceras till

A // VIT 25 72 dudv,
Q

om parametriseringen skrivs S(u,v) = (u, v, f(u,v)).

2. Givet parametriseringen S(p,60) = R(cospsinf,singsinf, cosf), 0 < ¢ < 27
och 0 <6 <.

a. Beskriv S geometriskt.

b. Berékna arean av S.
3. Givet parametriseringen S(¢p, z) = (acos p,asing, z),0 < ¢ < 2w och 0 < z < h.

a. Beskriv S geometriskt.

b. Berdkna arean av S.

4. Givet den parametriserade ytan S(p,z) = (zcosg, zsing,z) med 0 < ¢ < 27
och 0 <z < h,

a. Beskriv S geometriskt.

b. Berakna arean av S.

5. Berdkna massan av cylindern S(p, z) = (acosp,asinp, z) med 0 < ¢ < 27 och
0 < z < h, om ytdensiteten ar o(xy, T2, x3) = x3(x3 + 23).

Y://S(asy—irz)ds,

dar S ar den del av planet © + y + z = 2 som ligger i forsta oktanten.

/B-ndS’,
S

for foljande vektorfilt och ytor (normalen skall ha negativ z komponent):

6. Berakna ytintegralen

7. Berakna flodesintegralen
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a. B= (zy* —22,0), S={(z,y,2): 2=20+y,0< 2 <1,0<y <4}
b. B:<17273)’ S:{("anaz):xQ—‘f—yz—’_ZQ:la 220}

8. Berdkna flodet av féltet
P = <I2_y2’(x+y>2,($_y)2)7
genom ytan r(u,v) = (u +v,u —v,uv), —1 <wu,v < 1, i positiv z riktning.

9. Givet vektorfaltet E = (2x,—z,y) och skruvytan S(u,v) = (u,vcosu,vsinu)
med 0 < u <7 och0<wv <1 riktad i positiv z riktning, berdkna flodet

//SE-ndS.

XVIII. Divergenssatsen

1. Anvand divergenssatsen och berakna

//F-ndS,
s

dar S ar mantelytan av sfaren 2 + y? + 22 = 1 och F(x,y,2) = (2,2, 2).

//F'ndS,
S

av vektorfaltet F' 6ver randen S till regionen D i foljande fall.

2. Berakna flodet

a. F(z,y,z) = (z,y,2) och D : 2% + y* + z* < 1 enhetsklotet.

b. F(z,y,2) = (23,9, 2%) och D : 22 +¢y* + 22 < 1.

c. F(z,y,2) = (z,y,2), D:0<uz,y,2z <1 enhetskuben i forsta oktanten.
d. F(x,y,2) = (2%, —x2,2%) med D enhetskuben i forsta oktanten.

3. Lat S vara skalet till halvsfiren 2 + y? + 22 = b%, 2 > 0 med utatriktad normal.
Definiera vektorfaltet F(z,y, z) = (3 + 22,y, 2% + y?) och berikna flodet av F
over S.

4. Berakna vardet av integralen

//A-ndS,
s

di A = (22 +y* + 2%)(z,y,2) och S ytan 22 + y? + 2% = R



10.

Lat F = (y?, 22, 2?) och lat K vara klotet 22 4+ y* + (2 — 2)? < 4. Berakna flodet
av V x F genom klotytan 0K, som antas ha utatriktad normal n. Observera att
det flodet av V x F'| och inte flodet av F', som efterfragas.
Lat

(:Ch T2, :CB)
(22 + 23 + 23)3/2

F(.fl'fl, X2, .1'3) ==

Visa att flodet av detta vektorfalt ur en godtycklig sluten yta S ar 0 om origo
inte ar inneslutet av S.

Anvand Gauss sats for att berdkna flodet av

F(z,y,z) = (yez,xQeZ,xy),

ut ur sfaren med ekvationen 2% + 3% + 22 = a?, med a > 0.

//A-ndS,
s

da A = (z,—y,2) och S den sluta ytan som definieras av cylindern 2% + y* = 2
och planen z =0 och z = d.

Berakna vardet av integralen

Berikna flodet av u = (—e¥?, e, 2?) genom struten T, given av 2% = x? + 32,
0<2z<1.

Lat F = (222, —y, zyz) och anvand divergenssatsen for att berikna

//F-ndS,
s

dar S &r randen till kuben 0 < x <a,0 <y <a,och 0 <z <a.

XIX. Stokes’ sats

1.
2.

Berédkna rotationen av vektorfaltet F' = (z — 2z, 2+ y + 2z, — 2y).

Lat F = (—y,z,0) och S mantelytan till 2% + y? 4+ 22 = 1, 2 > 0. Parametrisera
S med S(u,v) = (cosusinv,sinusinv,cosv), 0 < u < 27, 0 < v < 7/2 och
berakna foljande.

a. Rotationen V x F'
b. En normal 5], x S} till ytan S uttryckt i u och v.

//S(VXF)%dS,

dér vektorn ndS = S, x S, dudv.

c. Ytintegralen



d. Kurvintegralen

%F-dr,
.

dér v = (cost,sint,0), 0 <t < 27 &r randen till ytan S.

]ch.dr://S(vXF)-nds,

om F = (yz% — y,22? + x,2wyz) och C ér cirkeln i planet 2 = 0 med radien 3.

. Verifiera Stokes’ sats

. Lat S vara den del av planet z =4—2—2y,0 <z <40ch0 <y <2—2x/2 som
ligger i forsta oktanten och har den positivt orienterade randkurvan . Anvénd
Stokes’ sats for att berdkna
}{ F-dr,
.

. Anvand Stokes’ sats for att berakna

}{u-dr,
y

dar u = (32, 52, —2y) och ~y ar skirningen mellan cylindern x%+%* = 1 och planet
z = y + 3 orienterad moturs sedd uppifran.

dér F = (y, —z, zy).

. En cirkel med centrum i (2,6,5) och med radie R ligger i planet 3z +y + z = 5.
Berakna den s.k. cirkulationen
]{ F-dr,
c

déar F = (0,32 + y, 2y) ldngs den moturs orienterade randkurvan C' till cirkeln.

. Lat C vara en cirkel med radie R i planet z +y+ 2z = 3. Anvand Stokes’ sats for

att berdkna
]{ F-dr,
c

diar F = (22,22,4?) och C iar orienterad moturs sett ovanfran.

. Lat C vara skirningskurvan mellan ytorna x2+y? = 1 och z = 22+2y?, orienterad
moturs sedd uppifran. Lat F' = (2? — y,y* + x,1) och berikna kurvintegralen

fF-d?“,
c

m.h.a. Stokes’ sats. Ledning: 1at ytan S vara z = 22 + 2y% med 22 + 3% < 1.
Randen till S &r da C, vilket ger ndS = (—2x, —4y, 1) dzdy.



Svar

XVII. Ytintegraler
1. Definitionen i AMBS av S’ ger

xl, x 1 0
r_ / /AN
S - yu yv - O 1 )
o f/ f/

varfor S;, = (1,0, f) och S/ = (0,1, f/). Vektoriella produkten mellan dem ges av
S!ox Sl = (=fl, £l 1), dvs. ||SL x SL|| = /14 f.2+ f.%, vilket ger pastaendet.

2. a. S ar ytan av en sfiar med radie R, jamfor med sfariska koordinater.

b. Ytan blir 4rR?. Anvind att arean ges av
/ 1%, x S| dode.
s

Med den givna parametriseringen blir ||S7, x Sy|| = R?sin 6.

3. a. S ar ytan av en cylinder med radie a och héjd h, jamfor parametriseringen
med cylindriska koordinater.

b. 2rah (||S), x S|| = a)

4. a. S ar ytan av en kon med spets i origo och begransad av planet z = h.
b. Ytan av konen blir mv/2h? (||S, x Si|| = v/2z).

M:// o(x1, o, x3) dS.
s

Av parametriseringen fas o(g, 2) = a*z och dS = ||S],x S| dpdz = a dpdz, vilket
ger M = wa®h?.

5. Den totala massan ges av

6. Notera att planet kan skrivas z = f(z,y) = 2 — x — y, vilket ger

// (xy+2—x —y)dS.

Ytan kan parametriseras med S(z,y) = (z,v, f(z,vy)) = (z,y,2 — x — y) dér
0<x<2o0ch0<y<2—uz, eftersom x,y,z > 01 forsta oktanten. Vi har nu

dS = ||S. x S’Hda:dy: \/ 1+ fi2 + f2dedy

= /1+( (—=1)2 dedy = V/3 dxdy,

vilket medfor att integralen blir

2 2—x
:/ / (zy +2 — x — y)V3dyde = 2V/3.
o Jo




b. 5m/12
c. 3
d. 2

. Divergenssatsen kan inte direkt tillampas eftersom .S inte ar en sluten yta. Lagger
vi till cirkelskivan D, given av 22 + y? < b%, z = 0 sa innesluter emellertid S och
D volymen av halvsfiren B : 22 + % + 22 < b2, 2 > 0. Under forutsiattning att
normalen till D valjs utatriktad, ger divergenssatsen

//SF'”dS+//DF-ndS=///Bv-Fdxdydz.

Volymen av en halvsfar med radie b ar som bekant % 7b3 och eftersom V - F = 4,

fas
// V-dedydz:4///dxdydz:4-§7rb3.
B B

Da den positiva enhetsnormalen till D dr n = (0,0, —1), far vi

//F-ndS://(3x+22,y,x2+y2)~(O,O,—1)dS
D D
27 b
:// —(x2+y2)dS:/ / —rdrdp = —1 7b*,
D 0 0

dvs. den sokta integralen har vardet £ wb* + 3 wb*.
. AR
. 0

. Vi erhaller V - F' = 0, dvs. enligt divergenssatsen ar flodet ur varje sluten yta 0
under forutsattning att alla derivator av forsta ordning ar kontinuerliga. I origo
ar faltet singuldrt, dvs. gar mot oéandligheten, och darfor géller satsen inte i
omraden som innehaller denna punkt.



7. 0,V-F=0

8.
9.

10.

wcid

Problemet kan inte direkt 16sas med divergenssatsen eftersom T inte utgor hela
begréansningsytan till ett omrade i rummet. Genom att tillfoga det plana locket
L : 224+ 9% <1, z = 1 uppfylles emellertid detta villkor, ty 7"+ L ar en
begriansningsyta till kiglan K : 2% +y? < 2?2 < 1, 2 > 0. Enligt divergenssatsen
har vi darfor att

//u-ndS:// V-udzdyx—//u-nds.
T K L

Vidare ar V - u = 2z. I hojdled ar struten begriansad av /22 + 4?2 < z < 1.
Projektionen av struten 7' pa planet z = 0 ar cirkelskivan D : 22 + 3% < 1, vilket
ger

/// V- udzdyde = // /1r2+y 22 dzdydx = //(1 — 22 — y?) dydx
,/ /)1—TTdM¢—2W/(1—rydr—2FLE_Z} :g‘

Eftersom n = (0,0, 1) &r en enhetsnormal pa L och z dar har vérdet 1 far vi

J[wnas = [[ e 0015~ [[2as= [[1*as—x.

dvs. totala flodet genom struten ar 5 T—T = —5 .

3.5 3
1a a

XIX. Stokes’ sats

1.

2.

€s ey €,
VxF=| 0, Oy 0, |=—3e,—3e,+e,=(—3,-3,1)
r—2z z+y+z -2

a. Vx F=(0,0,2)

b. Si, x SI = sinv(cosusin v, sinusin v, cosv)

7r 2
//(VxF)-ndS://(VXF)-(S;xSL)dudU:/ / 2 sin v cos v dudv
s s o Jo

™ ™ 1 ™
= 27T/ 2sinvcosvdv = 27?/ sin(2v) dv = 2w {5 COS(QU):| =27
0 0 0

C.



d. P.g.a. Stokes’ sats dr den sokta kurvintegralen lika med svaret i deluppgift c.

fﬁF dr = j{(—y,x,c)) - (dz, dy, d=)

Y

2m
= / (—sint, cost,0) - (—sint,cost,0)dt = 27
0

. Verifiera innebéar att vi maste visa att hoger och vénster led i Stokes’ sats ger
samma svar. Om vi betraktar hoger led har vi rotationen V x F' = (0,0, 2).
Cirkelskivan S, som omsluts av kurvan C' har uppatriktad normal n = (0,0, 1),
vilket ger

//S(vXF)'”dsz//S(O’OaQ)‘(07071)d522//5d5227r32:1877,

dar vi i sista ledet anvint att arean av cirkeln ar 732. Vénster led far vi som
vanligt genom att parametrisera C' = (3 cost, 3sint,0), 0 <t < 27, dvs.

2w
?{ F.dr= 7{ (—y,z,0) - (dz,dy,0) = / (—3sint,3cost,0) - (—3sint,3cost,0)dt
C C 0
2w 2
= / 9(cos®t +sin’t) dt = / 9dt = 18m.
0 0

Alltsa ar hoger led lika med vanster och Stokes’ sats visad i detta fallet.

. Planet kan parametriseras av S(z,y) = (x,y,4 — x — 2y). Normalen till planet
ges av S, x S, = (1,2,1). Rotationen av vektorfiltet &r V x F' = (1+x, —y, —1),
dvs. (Vx F)-(1,2,1) =142 —2y— 1=z — 2y. Stokes’ sats ger saledes

4 r2—x/2 16
fF-dr://(VxF)-ndS:// (x —2y) dedy = ——,
- s o Jo 3

S’ XSZ//

dar vi utnyttjat att dS = ||S”. x S’ || dxdy och att n = ———2_.
. Beraknar forst rotationen

er €y €
Vxu=|0, 0, 0,|=(-2,3,5).
3z br —2y

Om Y betecknar det ytstycke i planet z = y+ 3 som innesluts av v med normalen
n = (0,—1,1) sa blir v rand till Y med positiv orientering. Stokes’ sats ger darfor

/u-dr://y(vxu)-ndS://Y(—2,3,5)-%(0,—1,1)d$

:%//YdS:%\/iﬂ:%r,

dar vi normaliserat n samt fatt arean av Y genom att inse att Y &r en ellips med
halvaxlarna /2 och 1.



. Anvand Stokes’ sats

/F-drz/(VXF)-ndS,
c D

dér D &r cirkelskivan innesluten av cirkeln C. Vidare, V x F' = (—1,0,0). En
normalvektor till D med rétt orientering &r n = (3,1,1)/+/11, dvs. komponenten
i normalriktningen till V x F #r —3//11. Arean av D &r 7R?, sa cirkulationen
vi skall beriikna ar —37R?/v/11.

. Rotationen av kraftfaltet &r V x F' = (2y, 2z, 2x). Om vi later D vara cirkelskivan
i planet 2 + y + z = 3, som har randen C sa dr n = (1,1,1)/v/3 en uppatriktad
enhetsnormal. Stokes’ sats ger saledes

j{CF-dr://D(VxF)-ndS:%//17(2%24255)-(1,1,1)(15
:%//D(Qm—i—2y+22)db’:2\/§//DdS:2\/§//DdS:2\/§7rR2,

dar vi anvant oss av arean av cirkelskivan for att berdkna integralen i sista ledet.

21 (V x F =(0,0,2))



