Differentialekvationer och Tekniska Berdkningar del A, for Kb.

Losningar till tentamen 2001-10-22.

Problem 1.
(a) -
(b) -
(c) -
(d) -

Problem 2.

(a) -
(b) -
(c) Lat P(0, 1) beteckna vektorrummet av linjira funktioner pa intervallet I = [0, 1]. Enligt
definition av Lo-projektion ar Pf € P(0, 1) den (entydigt bestimda) funktion som uppfyller,

1 1
(1) /Ovada:=/0 fvdz, YveP(,1).

Eftersom {A1, A2} C P(0, 1), dir A;(z) = 1 — 2 och Ay(z) = x, & en bas for P(0, 1) &r (1)
ekvivalent med,

1 1
(2) / Pf)\ida::/ fhde, i=1,2.
0 0
Ansatt
(3) Pf(z) =cihi(x) + cada(x), c¢1,c0 €ER

Inséttning av (3) i (2) ger,

2 1 1
(4) ch/ )\j)\idwz/ fhde, i=1,2.
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Vi berdknar,

I ]| i fads || [yt (I —z)ds | [ 1/12
(6) b_[b;]_llef)\;dx]_lOfolexdm ]_[1/4]7



M:[mu mi ] | foMdds fy o dds |
Ma1 Mz Jo M dedz [y A2 deda

fol(l—ﬂﬂ)(l—w)dw folm(l—x)dx :[1/3 1/6]
Jol—2)zde S wwda 1/6 1/3 |

Slutligen fas,

e | a1y 1 | M2 —Ma2 bt |
c_[c2]_M b_de'”M[—mm mi1 ][52]_

(8)
. 1/3 —1/6 1 [ 1/12] [ -1/6
1/3)?-(1/6)* | —1/6 1/3 1/4 | | 5/6 |
d.v.s.,
5
©) PI@) = —hi(@) + Do)
Se Figur 1.
FIGUR 1. Problem 2(c).
Problem 3.
(a) -
(b) -
) Vu = (22, %—Z) = (siny, zcosy); b- Vw = (1, 0) - (22, %—Z’) =2 =giny; Aw =V - (Vw) =
gi’é’ + ‘g;%’ =0+ (—zxsiny) = —zsiny.

(d) Differentialekvation: —V-(Vu) = —Au = —(&%+ 24) = —(~1/2+(~1/2)) = 1. Randvillkor:
—n-(Vu) = —n- (3%, %) = —n - (-z/2, —y/2) = (se Figur 2) = —(z, y) - (-2/2, —y/2) =
(2 +9y2)/2 =1/2, pa 9.

(e) -
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FIGUR 2. Problem 3(d).

Problem 4.

a) —
b) —
c) -
d

) Antag att Uy € V}, och U € V}, ar tva l6sningar, d.v.s.,

(
(
(
(

(10) / ~yUvds + //aVUl-Vvdxldarz = / (ygp — gn)vds + // fodzides,
a0 Q o) Q

och,
(11) / ~yUsvds + // aVUs, -Vudzidry = / (vygp — gn)vds + // fvdxides,
T Q 8Q Q
Vv € V},. Subtrahera (11) fran (10),
(12) / ~(U, — Uz)vds + // aV(Uy — Us) - Vodzidey = 0, Yv € V.
a0 Q
Valjv=U; — Uz i (12),
(13) / YUy = Us)*ds + // a|V(Uy — Us)|? dzydzy = 0.
Cl) Q
Eftersom v > 0 och a > 0 foljer fran (13) att,

(14) y(U, —U)? = 0, padn,



(15) V(U - ) = 0, iQ.

Vi drar pa grund av (15) slutsatsen att Uy —Ua = konstant, i 2. Men eftersom enligt férutsattning
~ > 0 pa en del av 99 f6ljer ur (14) att Uy = Uz pa denna del av randen. Darmed méste konstantens
varde vara lika med 0, d.v.s., Uy = Us, i Q. Vi har ddrmed visat entydighet hos 16sning. Men
eftersom denna satisfierar ett kvadratiskt, linjart ekvationssystem, f6ljer omedelbart existens ur
den linjdra algebrans fundamentalsats.

Problem 5. Kalla trianglarna for Ky och K> (se Figur 3), samt 14t pu(K1) beteckna arean av
K och pu(K>) beteckna arean av Ky: u(K;) = p(K2) = 1/2.
(a) Med kvadratur baserad pé integrandens viirden i triangelsidornas mittpunkter, vilken ar exakt
for andragradspolynom, fas,

mu = [Jopipidedy = [fp prprdedy + [[i, prp1dady =
(16)

Ix3+3x3+0x0 Ix3+3x3+0x0

3 (K1) + 22— u(K,) = 1/6.

Av symmetriskal fas de 6vriga elementen i massmatrisens huvuddiagonal enligt,

1
(17) mags = M1 = 1/6, Mmoo = M3z = 5771,11 = 1/12
Notera att maz och mgs endast erhéller bidrag fran en triangel. Vidare fas,

miy = [[,, a1 dady = fsz paip1 dady =
(18)

%x0+%>3<%+0x% W(Ks) = 1/24’

och av symmetriskal,

(19) Ma1 = Mag = Mgz = M13 = M3y = M3g = My3 = 1/24; myq = mygy = 1/12.

Notera att my4 och my; erhaller bidrag fran tva trianglar. Slutligen fas,

(20) Moz = M32 = 0,

eftersom @2 och 3 aldrig ar skilda fran noll samtidigt.
(b) Eftersom ¢ (z, y) =y, for (z, y) € K1, och ¢1(x, y) =1 —z, for (z, y) € K, fas,
a1 = [yqpre1ds + [[o V1V dedy =
y® (1-2)*
1 2 1 2
Jo p1(0,9)* dy + [, er(z, 1)* dx +

(0,1)'(0,1) (_150)'(_170)
— —
[fx, Vo1 -V dedy + [[, Vo1 -V dedy =

(21)

1/3 + 1/3 + p(K1) + p(K2) = 5/3.



Eftersom ygp — gy =1 x1—1 =0, fas for elementen i lastvektorn,

(22) b= [ [ erdady, i=1,2,3,4,
Q
vilket geometriskt dr volymen under “talt” ;. Alltsa blir,

“basyta” “hojd”
—_—— A~
b = by = ED G T

(23)
by = ML —1/6; by = £ — 16,

fran formeln f6r volymen av en pyramid.
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Fi1GuR 3. Problem 5.
Problem 6.
(a) -
(b) -
(c) -
Problem 7.
(a) Bakat Euler: givet £9, 16s,
é-n _ §n—1 " _
d.v.s.,
e}
—
(25) (M 4+ At A) " = ME"1 + Ath, n=1,2,
dir At=1/20ch C =M + AtA = [ 3 é ] Bestdm forst &1,
(26) ce! M§°+At:[ }H ]+(1/2)[(1)]=[742],

o eme [ Plogstml s 2IE]- (8]

det C



6

Bestdm nu &2,

(28) CE = M + Ath = [ (1) X ] [ fll//%g ] +(1/2) [ (1) ] - [ 311//11?; ]
@ e=ct | WS -rmtg | 5 3] [ ]| M |

det C

vilket &r en approximation till £(1).

(b) -



