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NOTATION

Funktioner: Om inte annat anges férutsétter vi att de funktioner som anvénds beror pa
rummet och tiden, tex betecknas densiteten med p och &r generellt en funktion av bade
rummet och tiden dvs p(x,t), dir 2 € R? och diir d = 2,3 betecknar dimensionen.

Vektorer: Vi utnyttjar ingen explicit vektornotation, da vi anvéinder vektorer framgar detta
av sammanhanget, tex betecknar i allménhet u, v och f utan index vektorvérda funktioner.

Einsteins summationsprincip: Vi utnyttjar Einsteins summationsprincip dvs,

E U;V; = U;V;.
i

Partiell integration: Vi forkortar partiell integration med PI, tex for u,v € C*(Q),
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axivdm ={PI} = —/Q
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der/uvni dr,
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dir Q@ ¢ RY dr 6ppen och begrinsad, T (eller 92) betecknar randen till {2 och n &r normalen

ut ur Q.

INKOMPRESSIBLA NAVIER-STOKES EKVATIONER

Navier-Stokes ekvationer &r ett system av partiella differentialekvationer,

(1) momentekvationen, Newtons andra lag
(2) kontinuitetsekvationen, masskonservering

Navier-Stokes ekvationer &ér en generell modell som beskriver fluiders dynamik, tex olika typer av
vitskor men ocksa gaser. NS hirleddes forsta gangen ar 1822 av Claude Navier (senare, ar 1845,

av

George Stoke).

Kontinuitetsekvationen. Lat W vara en godtycklig, fix, volym som utgér en del av fluiden. Vi

kan teckna forandringen av massa i denna volym som,

d
— pdx:/ @d:m
dt |y w Ot

dér p betecknar fluidens densitet.
Massflodet ut ur volymen W per areaenhet &r pu - n, dar u &r fluidens hastighet och n &r
normalen till OW i riktning ut ur W. Okningen av massa i W ér lika med massflodet in i W, dvs,

d
dt Ju

Med Gauss sats kan vi skriva detta som,

X

dp

ot

— pdx:f/ pu - nd(OW).
ow

+ V- (pu))dz =0.

Eftersom detta géller for en godtycklig volym kan vi ekvivalent skriva,

ot

0
L4V (pu)

Om p = konstant far vi den enklare ekvationen,

(1)

V-u=0.

=0.




(a) (b)

FiGur 1. (a) Flodet ut ur volymen W per areaenhet. (b) Fluidpartikeln V' vars
trajektoria dr X (¢).

Momentekvationen. Beteckna med X(t) trajektorian' av en mycket liten del av fluiden, V.

Vi kallar denna del en fluidpartikel och betraktar den som en partikel. Fluidpartikelns hastighet,
u(X (), 1), ges av,
dX(t)

u(X(t),t) = a0

och accelerationen a(X(t),t) ges av (kedjeregeln),

d? d ou  Ou ou
@X(t) = %U(X(t),t) =5 T Fr il n + (u-V)u.

Det ar brukligt att skriva detta som,

2
2 doxm =20 =
diar D/Dt dr den sa kallade massderivatan.

Pa fluidpartikeln verkar ett antal olika slags krafter; tryck, viskosa krafter (eller inre friktion)
och volymskrafter tex gravitation. Trycket, p, verkar pa fluidpartikelns yta i normalriktningen. De
viskosa krafterna som betecknas med d x d matrisen o verkar ocksa pa fluidpartikelns yta men
nu bade i normal och tangentriktningen. Matrisen o kallas spinningstensorn och maste vara en
matris for att kunna representera krafter som verkar i alla d riktningar. Dessa krafter uppstar pa
grund av att atomer med olika kinetisk energi ror sig (diffunderar) in och ut ur fluidpartikeln, man
kan ténka sig detta som friktion mellan olika fluidpartiklar da de ror sig med olika hastigheter.
Volymskraften, f, ar en kraft per massenhet dvs verkar i hela fluidpartikelns volym. Vi summerar
krafterna som verkar pa fluidpartkeln och far med hjilp av Gauss sats,

/ (—pn+a-n)d(8V)+/pfdxz/(—Vp—i—V-J)—&-pfdm.
v % %

Ett annat séitt att uttrycka detta pa dr att kraften som verkar pa vétskan per volymsenhet &r (tag
integranden i uttrycket ovan),
(3) —Vp+V.0o+pf

Newtons andra lag per volymsenhet i viitskan blir nu med ekv (2) och ekv (3),

+ (u - V)u,

Du
4 bu_ . .
(4) PDr Vp+V-o+pf

Det aterstar att finna ett uttryck for spanningstensorn o. De viskdsa krafterna uppstar da flu-
idpartiklar ror sig med olika hastighet. Krafterna maste dérmed bero pa rumsderivatorna av
hastighetsfiltet. I allménhet antas hastighetsgradienterna vara sméa och ett approximativt linjart
samband mellan spénningstensorn och férstaderivatorna forutsétts gélla dvs, o;; o« Ou;/0z;.

IDetta &ir den s kallade Lagrangska framstéllningen (eller koordinater), vi foljer med en partikel i flédet. I den
sé kallade Euler framstillningen (eller koordinater), som vi i huvudsak kommer att anvinda oss av, betraktas flsdet
punktvis.
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Notera att o blir noll for u = konstant (enl vart resonemang) och att o maste bara bero pa
forstaderivatorna, inga bidrag fran konstanter. Slutligen maste o forsvinna da fluiden rotera med
konstant vinkelhastighet, w. Det visar sig att linjirkombinationen du,/0z; + Ou;/Ox; blir noll da
hastigheten dr u = w X r och ddrmed maste o innehalla sadana linjirkombinationer. Vi har alltsa
kommit fram till att spanningstensorn kan skrivas pa formen,

aui 8Uj
Uij —77(8% axz)a

dér n dr den sa kallade viskositeten. Vi far med detta att den viskdsa termen i ekv (4) kan skrivas
som (antag att n = konstant),

0 ,0u; Ou,
V' = _— v J - A .
7 naxj(amj+8:vi) naY
Momentekvationen blir nu slutligen,
(5) L _Vp+nAut pf
Py = VPt nAutpf.

Kontinuumshypotesen. Resonemangen ovan bygger pa att vi kan betrakta fluiden som ett
kontinuum. Detta forutsitter att storleken av fluiden vi betraktar adr sadan att storleken pa fluidens
bestandsdelar, atomer/molekyler #r mycket mindre &n storleken pa hela fluiden. Detta dr den sa
kallade kontinuumshypotesen.

RANDVARDESPROBLEM OCH NAVIER-STOKES EKVATIONER

I dominen Q(t) C R% och I = [0,7] ges NS av, ekv (1) och ekv (5) (vi antar att p och 7 &r
konstanter),

1
ut+(u~V)uquu+;Vp:f, zeQt), tel,
(6) V-u=0, xzeQt), tel,
u = ug, x € Qt), t=0,
u =g, zel, tel,

diar T' = 99 dr randen till Q, v = n/p &r den kinematiska viskositeten, ug dr begynnelsedata och
g dr hastigheten pa randen, no-slip randvillkor dvs fluiden vid randen skall ha samma hastighet
som randen.

APPROXIMATIONER TILL NAVIER-STOKES
Stokes ekvationer.
—vAu+ Vp = f, x € Q(t),
V-u=0, x € Q).

Potentialfléden.
—vAu=f, x€Q(t).

Andra modeller. Navier-Stokes och Stokes ekvationer &r sa kallade kontinuumsmodeller. I kon-
trast till dessa finns det partikelmodeller som beskriver hur partiklar (atomer, molekyler) in-
teragerar pa mikroskopisk niva. Boltzmannekvationen &r ett exempel pa en partikel baserade
modellekvationer.



NAVIER-STOKES I DIMENSIONSLOS FORM

Introducera en karakteristisk lingd, L, och en karakteristisk hastighet, U (ger en tid, T'= L/U),
valet av L och U kan vara baserat pa nagot form av medelvirde. Skala om NS enl,

x, =z;/L, w, = u; /U, t'=t/T, P =p/(pU?).
Utforlig kalkyl, utnyttja kedjeregeln, term f6r term, steg for steg i ekv (6),

ou_ 0w ol U
ot~ o ot T o’
0w, oW 0 U o0 U,
op' ozt pU? 0p'  pU?
_ g20p 0z  pU”0dp _ pUto,
VP e on L oa, - L VY
Au= 00w gy 0 0w 0w 0 U 0 o U,
Ox; Ox; ox! dx; O, dx; L2 0z, dx) L2

Detta ger, (for enkelhets skull har vi tagit bort primentecknen),

1
™ utJr(u-V)u—EAquVp:f, zeN(), tel,
V-u=0, xeQt), tel,

diar Re = LU /v &r det sa kallade Reynoldstalet.

LAMINARA OCH TURBULENTA FLODEN

Losningarna till NS ekvationer kan se mycket olika ut beroende pa storleken av Re.
Stora Reynoldstal, Re 2 100: Turbulenta fléden, oregelbundna, kaotisk, ’stokastiska’ -l6sningar.
Sma Reynoldstal, Re < 1: Laminéra fldden, regelbundna 16sningar.

EXISTENS OCH ENTYDIGHET?

Stokes ekvationer: Existerar en entydigt bestdmd l6sning.
Navier Stokes ekvationer: Svart att ge ett enkelt svar -finns inget enkelt svar.
se www.claymath.org/Millennium Price Problems/ (1 miljon dollar star pa spel!)

RANDVARDESPROBLEM FOR TRYCKET

Trycket bestdms av hastighetsfiltet. For att se detta tag divergensen pa momentekvationen i

NS.
Utforlig kalkyl, term for term, steg for steg,

0
VUf:aVU:{VU:O}:O,
2
Ay = u =
®) V- Au 6x¢8xiv u =0,
V-Vp=Ap,
0 6ui - a’LLj 6ui
Moment ekvationen blir nu,
6’&]‘ 8ui

Ap=V-f— .
(9) P=V -G
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For no-slip fallet (antag att g = 0) kan vi hérleda randvillkor genom att skaldrt multiplicera
momentekvationen i NS med normalen till randen.

won= 2w =0
Vp%:%,
{(u V)u}'n—ujaménl =0
Vi far,
(10) g—iz{f+uAu}.n.

Ekv (9) och (10) &r ett randvérdesproblem for trycket, Neuman randvillkor.

SVAG FORMULERING AV NAVIER-STOKES

Vi antar att ¢ = 0 i ekv (6) och infor ett antal funktionsrum. Fér funktioner ¢,v :  — R,
i=1,....d,

12(0) = {q:/ﬂqz d < oo},
L) = o e @) [ qdo =0},

HY(Q) = v /Q(|W|2 +0?) dz < oo},
H}(Q) = {ve H(Q):vr =0}.

L3(2) kommer att anviindas till trycket. Trycket i NS dr bestimt saniir som pé en konstant (om p r
en 16sning for trycket sa dr ocksa p+c dér ¢ dr en konstant ocksa en 16sning). Villkoret att fQ qdx =
0 gor s& att trycket blir entydigt bestimt. HE(Q) kommer att anviindas for hastighetsfiltet.

For u € HE(Q) och p € L3(Q) multiplicerar vi momentekvationen in ekv (6) med v € H}(Q)
och kontinuitetsekvationen med ¢ € L3(Q) samt integrerar 6ver ). Kalkyl term for term, steg for

steg,
d
/@mdaz:—/lrvdx,
q Ot dt Jq

ou; Ou; Ov;
— [ Au-vdr ={PI} = — | —v;dl t—1d
/Q uovar { } T anv * anjc’?xj o
6’LL¢ 81%
anj al'j v yU|F ’

/Vp-udx:{PI}:/pv-ndl"—/medx
Q r Q

= — / pV -vdz.
Q
Den svaga formuleringen blir.
Finn (u,p) € (H}(2))? x LE(Q) sadana att,

1 s ;
i U-Ud.’E+ /au’b 81}1 dl'—i—/ul%vjdx_i'_/vadx:/fde’
Q Q Q

/ qV -udx =0,
Q
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for alla (v,q) € (H}(Q))? x LE(Q).
Infér en kompaktare notation,

(u,v) :/ u-vdr,
Q

- 8u1 8vi

B Q 8xj 81‘]‘

a(u,v) ,

b(p,’l}) :_/pvvd'xa
Q

U
5‘zi

Med denna notation blir ekv (12). Finn (u,p) € (H(Q2))4 x L2(Q) sidana att,

c(u, u,v) = ui—jvj dz.
Q

La(u,v) + c(u, u,v) + b(p,v) = (f,v),

d
—(U,’U) =+ Re

(13) dt

for alla (v, q) € (H3(Q))? x L3(%).

FINIT ELEMENT FORMULERING AV STATIONARA NAVIER-STOKES

Vi betraktar nu stationiira Navier Stokes ekvationer dvs da Ou/0t = 0. Ersétter de oéindligtdimensionella
funktionsrummen ekv (11) med dndligtdimensionella approximationer. For n > 1, infor,

Xp(Q) ={v, € COQQ) NHF(Q) : vplx € Puy1 VK €11},
My (@) = {gn € CQ N LG(Q) : anlx € Pu VK € 7},
dir P,, betecknar polynom av grad n och 7, dr en triangulering (se kursboken, CDE). Det &r
vasentligt av stabilitetsskil, nagot vi inte gar in pa, att gradtalet pa polynomen i Xj ar en ordning
hogre dn pa polynomen i Mj,. Denna konstruktion ger de sa kallade Taylor-Hood finit elementen.
Vi ersiitter Hg(Q2) och L3(€2) i den svaga formuleringen ekv (12) med X3 () och M;(£2) och

skapar didrmed en approximation till ekv (12). Detta brukar kallas Ritz-Galerkin metod och vi far.
Finn (up,pr) € (Xn(Q))4 x M (Q) sddana att (f, € Xx(Q)),

1
ﬁa(uh,v) + c(up, up,v) + b(pr,v) = (fa,v),

b(q,un) =0,

(14)

for alla (v,q) € (Xn(2))? x My(9).
Antag att {¢1,..., ¢} dr en bas f6r X, () och {p1,...,¢on} dr en bas for My (Q2). Vi kan da

skriva,
(15) Up = U@y, Dh = DjPj,

déru, (¢ =1,...,M)ochp; (j=1,...,N) &r konstanter. Vi bestdmmer dessa konstanter genom
att i ekv (14) substituera uttrycken for uy och p, fran ekv (15) samt genom att uttrycka v och ¢
i dess baser. Vi far,

(G0, k)i + (65,00, 1) + blios, 1)y = (61,61
b(@[ﬂ ¢’L)ul = 07

fork=1,....Moch¢=1,...,N.

Ett problem med formuleringen ovan ir den icke linjira termen c(¢;, ¢;, dx)u?. Vanligtvis
hanteras detta genom att linjarisera problemet och 16sa problemet med ett iterativt forfarande,
tex,

(1) Starta med en gissning for hastighetsfiltet u®.
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(2) Los for n =1,..., tills felet &r litet nog.

1
Ea(d)ia ¢k)u? + C(¢i7 ¢i7 ¢k)u?u?_1 + b(@_}a (bk)p;t

= (¢4, dr) fi,
b(we, pi)ul = 0.

(16)
Det gar att via att detta forfarande konvergera mot en 16sning.

LINJARA EKVATIONSSYSTEM

Notera att ekv (16) &r ett linjédrt ekvationssystem. Det dr brukligt att skriva detta pa blockma-
trisform. Med,

1
A= ﬁa(qﬁia ¢k)a

(17) C = c(¢i, b, pr)ul ™,
B =b(pe, ¢3),
F = (i, o) fi-

Detta ger,

@) ("5 0)6)=6)

Antalet operationer som krédvs for att 16sa linjara ekvationssystem med Gausselimination skalar
som N3 dir N &r antalet nollskilda element i matrisen. For stora matriser, vanligt for PDE prob-
lem, krivs andra metoder. Att pa ett effektivt vis approximativt 16sa stora linjéra ekvationssystem
ar ett vitalt forskningsomrade som utvecklas i takt med att datorer blir battre och béttre.

MIKROFLUIDDYNAMIK

For mikrofluider, sma volymer eller fluider begrinsade till sma utrymmen tex stromning i sma
ror, skiljer sig modelleringen fran den vi kidnner for makroskopiska fluider. Nagra av skillnaderna
ar,

Sma Reynolds tal: Typiskt dr Re < 1 eller Re < 1 och flédena &r alltid laminéra.

Effekter fran ytor: Viggar och andar grinsskikt kommer att paverka flédesbilden i storre
grad. Nya randvillkor kan behovas, tex &r no-slip randvillkoret inte alltid motiverat.

Icke kontinuumseffekter: Mikrofloden &r mer gryniga i karaktéren, kontinuumshypotesen
kan upphora att gélla tex for kolloidala losningar eller for gasfloden.

Mikrofluiddynamiska modeller maste mer i detaljerad ta hénsyn till underliggande fysikaliska
mekanismer, tex olika slags viixelverkan; partikel /partikel och partikel /fluid (for kolloidala 16sningar
eller andra typer av losningar som ér icke homogena i sin sammanséittning). En visentlig del r
modellering av olika slags griansskikt tex mellan fluid och fasta ytor, detta kommer att paverka
randvillkoren och darmed hela modellen. Utveckling av mikrofluiddynamiska modeller &r ett mul-
tidiciplinért forskningsomrade dér berikningsmatematiker, fysiker och kemister med fordel samar-
betar.

MIKRO FLUIDDYNAMIK -ETT HETT FORSKNINGSOMRADE

Direkt simulering av kolloidala 16sningar. Kolloidala losningar &r ett exempel pa komplicer-
ade fluider dér viitska och fasta kroppar/makromolekyler vixelverkar. Detta far bla till f5ljd att
vi inte kan approximera viskositeten som konstant (och densiteten) -vitskan blir icke Newtonsk.
Kolloidala l6sningar gar att modellera genom att formulera ett randvardesproblem med dynamisk
rand. Man 16ser NS ekvationer i véitskan mellan partiklarna och partiklarna translateras (roterar)
genom Newtons andra lag.

o R. Glowinski et al., A fictitious domain approach to the direct numerical simulation of

incompressible viscous flow past moving rigid bodies: application to particulate flow, J.
Comput. Phys. 169 (2001), 363-426.



Lab on the chip. Det dr nu mera populirt att skala ner storleken pa allahanda kemiska experi-
ment, analyser etc, till mikroskala. Drommen &r att skapa sa kallade ’lab on the chip’ hela analyser
(tex analyser av DNA och proteiner med ocksa kliniska tester av tex blod mm) sker pa ett litet
kisel eller plast chip. Tekniken liknar i manga hénseenden vad vi kédnner till fran mikroelektron-
iken, den integrerade kretsen. Det #r mycket sma fluidsystem som skapas och nya modeller och
simuleringsverktyg maste utvecklas for att beskriva dessa system.

e S. Quake et al., Microfluidic Lage-Scale Integration, Scinece 298 (2002), 580-584.

Kaotisk blandning i mikro system. Mikrofloden &r laminéra och det kan vara svart att tex

bland tva mikrofluider. Vid design av mikrofluidsystem maste denna aspekt noggrannt tas hinsyn
till.

o G. Whitesides et al., Chaotic Mizer for Microchannels, Scinece 295 (2002), 647-651.

Nano stralar. Genomgaende for mikrofluidmodeller &r att vi av berikningstekniska begréinsningar
inte kan ta hénsyn till fysikaliska mekanismer in i minsta detalj. Ett alternativ kan vara att mod-
ellera dessa effekter stokastiskt.

e U. Landman et al., Formation, Stbility and Breakup of Nanojets, Scinece 289 (2000),
1165-1169.



