TMA 690 Partiella differentialekvationer F3, 2002-01-15
Telefonjour/rond: Erik Broman, tel. 0740-459022
Hjilpmedel: Beta och CTH-typgodkénd kalkylator.

Som vanligt betecknar 4 tidsderivata, u' och Vu betecknar z-derivata resp. gra-
dient m.a.p. z = (x1,..,24) av u(z,t), A = V - V betecknar Laplaceoperatorn,
||u||w betecknar La-norm av u 6ver w, och f &r givna data.

1. a) Redogor for en ldmplig finit element metod fér problemet
{ u—u'=f foro<z<1, t>0,
u=0 fort=0, u'(0,¢t)=u'(1,t)=0 for¢>0.
b) Skissera det férvantade utseendet av u(z, 1) och u(0,t) fér f(z,t) = z. (10p)
2. Lat u vara 16sningen till

—Au=f iQ
{ —Ohu=ku paT, (1)

dir Q dr ett omrade i R?, med rand I, 8,,u = n - Vu &r riktningsderivatan av u
i utatriktade enhetsnormalens riktning, och k£ > 0 &r en konstant.
a) Visa att ||ullr — 0 d& & — oo. Tips: multiplicera med w, integrera, och
utnyttja olikheterna

lulle < Callullr +[[Vulle) (2)
och ab < 1a® + 1b%.
b) Héarled uppskattningen (2). Tips: Tag hjélp av en (snéll) funktion ¢ sadan
att Ag =1 och utnyttja att [|ul|g = [, u’Ad = ... (10p)

3. Lat Q vara omradet i figur, med given triangulering och nodnummer, och lat

X

12
4 5 ‘
i
h
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U vara den styckvis linjira cG1 lsningen till problemet (1) i uppgift 2, med
f=1och k=01 den aktuella (fokuserade) delen av omradet.

a) Vilket samband rader (givet av testfunktionen ¢-) mellan nodvérdena Uy,
U2, U3, U4 och U5?

b) Vilket blir motsvarande samband om ekvationen &ndras till —Awu + (1,0) -
Vu = 1 alternativt (valj ett av fallen!) —V-aVu =1 med a =1 for 3 < 0 och
a =2 for xo > 07 (10p)



4. Funktionerna
_l=i2 _le—yl?

a’) 47r1\z\ b) ts%e 4 OCh fR3 L/ 4t U(y) dy
ar 16sningar till fundamentala differentialekvationsproblem. Vilka? Glom ej att
ange typ av omrade/rumsdimension, begynnelsevillkor och randvillkor!
d) En punktvirmekalla med intensitet 1 per volymsenhet har verkat i origo i 3D
under (mycket) lang tid, utgidende frén O-temperatur Gverallt. Ange en formel
fér den resulterande temperaturfordelningen i 3D-rummet.
e) Utgdende fran temperaturférdelningen i d) “slocknar” plotsligt varmekallan
vid ¢t = 0. Hur utvecklas temperaturen i origo for ¢ > 0. (10p)

5. Betrakta
r+t—s
/ / s)dyds.
r—1t+s

Uppenbarligen géller u(z,0) = 0.

a) Visa att dven u(x,0) = 0. Tips: se Beta avsnitt “Differential formulas”.
b) Visa att u l6ser vagekvationen 4 — u'" = f.

c) Skissera u(z,1) for —3 <z <3 om f=1f6r -1 <z < 1och f =0 for
ovrigt. (10p)

Lycka till / K.E.



