TMA990 Tillampad matematik, Kb2
Inlamningsuppgift

En kort men tydlig rapport med 16sningar till teoriuppgifterna samt re-
sonemang och lampliga plottar till datoruppgifterna ska limnas in senast
onsdag i lisvecka 7. Inlamningsuppgiften ar obligatorisk for att fa godkint
pa kursen, den kommer dock inte att betygsittas.

1 Samplingsteoremet

Vi betraktar ett tidsforlopp som beskrivs av funktionen f = f(t) med Fouri-
ertransformen f(w). Vidare har vi samplat detta férlopp med samplingstiden
T, sa att vi har en sekvens av funktionsvirden

fo=f(Ty), n=...,-2-1,012,... (1)

Den hogsta frekvens vi kan se kommer da att vara Nyquist-frekvensen vy =
s+ Var diskreta sekvens {f,}32_, kan vi representera som en kontinuerlig
signal genom att skriva

Z f(nTs)é(t - nTs) = Z f(t)&(t - nTs) (2)
— ) Y. 6t —nTy)
= f(t)sn.(t)

Uppgift 1: Serieutveckla impulstaget sr, (t) =Y - _ 6(t —nTy) i en kom-
plex Fourierserie.

Uppgift 2: Visa att f(t)sr,(¢) har Fouriertransformen

= > fw-n0). 3)

S
n=—oo

Vi kallar en funktion bandbegrinsad med bandbredden o om
fw)y=0, for|w|>a. (4)

Om sa inte ar fallet kan vi skapa en bandbegrdnsad funktion genom att fil-
trera bort hogfrekvent innehall fran signalen. Filtrerar vi bort alla frekvenser
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hogre &n « kallar vi denna operation LP,-filtrering (fér Low Pass). Detta
kan vi uttrycka matematiskt genom att vi multiplicerar pa transformsidan

med funktionen "
A 1, w <«
hw) = { 0, |w|>a

Vi kan nu formulera samplingsteoremet:

Sats 1.1 Antag att f dr kontinuerlig och bandbegrinsad med bandbredden .
Om f samplas med frekvensen v = TLS > = kan [ rekonstrueras fullstindigt
fran den samplade sekvensen f(nTs) genom en LP,-filtrering och en multi-
plikation med Ty, dvs

f(t) = T,LP.(f(t)s1,(1)). (5)

Bevis. Vi har att den samplade sekvensen kan skrivas f(t)sr, (t) och att den

har Fouriertransformen
o0

Z (w —n). (6)

n=—oo

En lagpass L P,-filtrering ges av multiplikation pa transformsidan med funk-
tionen h(w), vi far alltsa

o0

T, LP,(f(t)sr,(t) Z (w — n%). (7)

Da vi har att Q = ?F—: > « blir endast termen for n = 0 kvar av summan, dvs

Z flw=n9) = hw)fw) = fw), (8)

dér sista likheten f6ljer av antagandet att f(¢) ar bandbegransad. Foljaktligen
blir
T,LP.(f(t)s1,(t)) = f(t) 9)

O

Uppgift 3: Visa att man kan skriva signalen som

=3 Ty s?((taft;TSTS)). (10)

n=—oo



2 Diskret Fouriertransform

Vi ska nu definiera den diskreta motsvarigheten till Fouriertransformen. Lat
oss anta att f(t) = 0 for ¢ # [0,T] och definiera

a, = f(nTs), n=0,1,...,N —1, (11)

med N = TZS stort. Den diskreta Fouriertransformen kan da definieras som
N—1
m =Y ape ?™™N - =0,1,...,N -1, (12)
n=0

dar j betecknar den imaginéra enheten, 7 = v/—1.
Vi kan motivera denna definition genom att tdnka oss att vi utgar fran
den kontinuerliga Fouriertransformen:

flw) = /_ T (e tdr = /0 " F(t)edt. (13)

Byter vi till frekvens v = 3% och beréknar integralen m.h.a. vinsterpunktskvad-
ratur sa fas,

NT; N-1
fv) = / fe 2t o 3 f(nT)e 2o, (14)
0 n=0
Med f samplad i tiderna nT} blir Nyquist-frekvensen vy = i och avstandet
Av mellan frekvensvirden blir %TN = ﬁl’ vilket ger
N-1 ' N-1
fmAv) T, f(nTy)e Pmwnm™ =T, " ae~i2m/N - (15)
n=0 n=0

Detta ar, bortsett fran faktorn 7§, samma uttryck som definierade den dis-
kreta Fouriertransformen ovan. Jimfér ocksa med studio6vning 2.
Den inversa diskreta transformen definieras som

N-1
1 .
an = NE :&m6]27rnm/N7 ’]’L:O,]_,...,N_ 1 (16)
n=0

! Alternativt kan vi anvinda samplingsteoremet applicerat pa f (w) som ju ar “bandbe-
gransad” da f(¢) =0 for t # [0,T]. Av fas di genom att sétta a = T/2 = nT,/2.
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Tillimpningsuppgift 1: Som vi sdg ovan si innebdr en filtreringsoperation
enbart en multiplikation pa frekvenssidan med en avskdrningsfunktion A(w).
Proceduren néar vi jobbar i Matlab blir &nnu enklare; det riacker med att satta
lampliga vérden i den transformerade vektorn till noll.

Skapa en tidsvektor och en samplad sekvens av A-dur ackordet pa samma,
siatt som i demonstrationsexemplet pa hemsidan:

>> Ts = 1/11025;

>> fn = 1/(2%Ts);

>> t=-.5:Ts:2.5;

>> freq = linspace(-fn,fn,length(t));
>> al=sin(440*t*2*pi) ;

>> ciss2=sin(550*t*2*pi) ;

>> e2=sin(660*t*2*pi) ;

>> a2=sin(880*t*2*pi);

>> A=.1bxal+.15%ciss2+.15%e2+,15%a2;
>> env=(40%t . *exp(-20*t)+.5*%exp(-(t-.2).72)) .*(t>=0) ;
>> AA=A.xenv;

Uppgiften blir nu att m.h.a. Matlabs fft och ifft filtrera bort den hogsta
tonen i ackordet!

Tips! Matlabs £ind kan vara anvindbar.

Tillimpningsuppgift 2: Lis igenom Exempel 5, pp 4:14-15 i boken som
handlar om AM-radio. Tank dig att du har en radio som sénder och mottar
signalen med bérfrekvensen 4 kHz. Arbeta (i Matlab) igenom exemplet dér
du skickar och avkodar A-dur ackordet for den hir tankta radion.

Tillimpningsuppgift 3: I denna uppgiften handlar det om att anvidnda
fft for att numeriskt 16sa virmeledningsekvationen. Vi studerar

u(z,t) —u"(x,t) =0, —o0 <z < 00, (17)
u(z,t = 0) = up(z). (18)

Hitta pa en begynnelsevirdesfunktion wug(z) och 16s ekvationen genom att
utfora en diskret transformation i z-led, 16sa den ordinéra differentialekva-
tionen (analytiskt), tidsstega (m.h.a. den analytiska 16sningen) och sedan
inverstransformera



