Matematik Chalmers
Tentamen i TMV040/TMA681 Tillimpad matematik K, 2005-08—24 f V

Telefon: Micke P/Jonas H 0762-721860

For TMV040: Inga hjalpmedel. Kalkylator ej tillaten. Tabell for Laplacetransform fran kompendiet
finns pa baksidan av detta blad.

For TMAG681: Beta, Physics Handbook. Kalkylator ej tillaten.

Betygsgranser: 20-29 poéang 3, 30-39 poing 4, 40-50 poing 5.

1. (10 p) Funktionen f &r udda och periodisk med period 4 och f(t) =1f6r 0 <¢ <1, f(t) =0
for 1 <t < 2. Rita dess graf och bestdm dess Fourierserie. Tillampa Parsevals formel.

2. (10 p) Bestdm den stationira 16sningen till systemet
X(t) = —X1(t) — 5X;(t)eX>®),
X4(t) = aXo(t) + 10X, (£)eX>® + 3,

dér «, 0 ar konstanter. Linjérisera kring den stationéra losningen. For vilka virden pa «, 8 ar den
stationéra 16sningen stabil?

3. (15 p) Betrakta begynnelseviirdesproblemet
u”(t) + 9u(t) =0
M) u(0) = ug, u'(0) = uy.
a) Los (1) med hjdlp av metoden med karakteristisk ekvation.
(b) Lés (1) med hjélp av metoden med Laplacetransform.
(c) Skriv (1) som ett system av ODE av forsta ordningen.
(d) Beskriv hur man léser detta system med hjilp av Matlab.

4. (15 p) Tankreaktorn. Visa att massbalansekvationen
V% =q(cy —c) — kcV
kan transformeras till dimensionslés form
dX
ds
Bestim X (s) d& U = 0. Bestim X(s) d& U = U &r konstant. Visa att 16sningen i detta fall gar
mot ett stationirt tillstand, X (s) — X da s — oo. Bestdm X. Vad betyder detta fysikaliskt? Hur
ska U viljas for att X ska bli 0.57

= —(kT+ U)X +U.
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TMV040/TMA681 Tillimpad matematik K, 2005-08-24 f V. Lé&sningar.
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2. De stationéra losningarna ges av ekvationssystemet

—Xl — 5X1€X2 = U,
aXs +10X,eX2 + 8 =0,

med en enda 16sning X; = 0, Xo = —3/a (om « # 0). Linjarisering kring denna punkt leder till
det linjéra systemet 2/(t) = Az(t) med Jacobimatrisen

Ao [1-5e% 5K ] [-1-5e /e 0
B 10eX2 a+ 10X ex2| 10e= P/ al’
Egenvirdena dr Ay = —1 — 5e %/ < 0 och Ay = «a (obs att matrisen &r trianguldr, sa att

egenviirdena kan ldsas av pa diagonalen). Den stationéira punkten &r stabil om a < 0 och instabil

om « > 0. Konstanten 3 paverkar inte stabiliteten.
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3. (a) Den karakteristiska ekvationen &r r2+9 = 0 med rétterna r; = —3i, ro = 3i. Den allménna
16sningen blir

u(t) = Ae " 4 Be*" = C cos(3t) + D sin(3t)
u/(t) = —3iAe™" 4 3iBe® = —3sin(3t) 4+ 3D cos(3t).
Begynnelsevillkoren ger
ug =u(0) =A+B=0C,
up = u'(0) = —3iA + 3iB = 3D,

dvs A = é(?ﬂ'uo —uy), B= é(Siuo + uq) eller C = wug, D = uy/3. Alltsa:

u(t)

(b) Laplacetransformering ger

1 ) 1 . 1
= &(32'”0 —uy)e 3 4 &(3“60 + up) e’ = ug cos(3t) + U1 sin(3t).

s2U(s) — sug — uy +9U(s) =0

vilket leder till
Sug + uq s up 3
U(s) = = —_—_
$)=~"279 ~“aiot 3210

Inverstransformering enligt tabellen ger

u(t) = ug cos(3t) + éul sin(3t).

(¢) Med 1 = u, xo = o' far vi

dvs, pa matrisform,

2l _ [0 1] |an
$/2 -9 0 T2 ’
(d) Man skriver en m-fil kallad funk.m:

function xprime=funk(t,x)
xprime=[0 1; -9 0]*x;

sedan exekverar man matlabkommandona
>> u0=1; ul=2; x0=[ul0; ull; T=5;
>> [t,x]=o0de45(’funk’, [0;T],x0);

4. Ekvationen divideras med gfcs. Med 7 = V/qy far vi

d(C):icf—c_iTk

Tat\ey) T a e o
Med de dimensionslosa variablerna
s=t/r, X(s)= U0 ps) = LT,
Cr qaf
far vi
°_x Ti(i) _ X
cr ds



Detta leder till
ax
ds
Med U = 0 far vi X(s) = Xgexp(—k7s). Med U = U far vi

Ul—X)—ktX =—(krX+U)+U.

X (s5) = Xgexp(—(kr +U)s) + Ul - expk(T——(f;:]—i- U)s)

Da s — oo far vi _
x=_Y_
kr+U
Alternativt har vi att stationdra punkter ges av
0=—(k7X+U)+U.
Vi léser ut styrvariabeln (med X = 0.5)
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