Analys o linjar algebra

Fortsatt analys



Konvergenshastighet

o N

Har sett att bisektion och fixpktsiteration, under lampliga
forhallanden, ger en foljd {21320, Avs @0, 21, 22, .. SOM

konvergerar mot en |6sning z till den givna ekv. f(z) =0
eller g(x) = =.

Kan konvergens vara “olika snabb™?
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Konvergenshastighet

X| oo
X

Ju “flackare” grafen y = ¢g(z) ar for z nara z, ju snabbare
konvergens. Extrem/trivialfallet ¢(z) =konstant ger
konvergens i ett enda steg z = 1 = g(xg).
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Konvergenshastighet

B .

Ju mindre Lipschitz konstant g har, ju snabbare konvergens
[wj11 — 5] = |g(xj) — g(xj—1| < Llzj — z5-1].

T.ex. ger L = % att resulterande avstand till z halveras (eller

battre) | varje iteration. L = 1—10 ger att avstandet tiondelas,
dvs en ny decimal fixeras 1 varje iteration!

.—p.4/81



-

Konvergenshastighet

Aven bisektion ger (i princip) en halvering av avstandet till z
| varje steq:

% X o
Xj+1 X Xj+1

Xj+2 X Xj+2

Decasektion: ger pa samma satt en tiondelning av

resterande avst. till z 1 varje iteration, see AMB&S avsn.
13.6.
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Konvergenshastighet
-

Konvergens sadan att
’:Ej_|_1 — I| ~ C|$j —z| medC<0!,

kallas linjar. Varje ny decimal kraver samma antal
ytterligare iterationer. C' = % ger en ny decimal per

iteration, C' = % ger en ny decimal per 3-4 iterationer.
Kan det bli battre?
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Konvergenshastighet
- -

Exempel: © = g(z) = 2> med l6sning z = 0:
_ _ 9 _9 _ _ _
i1 = |g(25)—9(7)| = |27 =77 = |(2;+7) (v;-7)| < L|z;—1],

dar L = |z; + z| = |z;| — 0, dvs konvergensen blir snabbare
och snabbare. Eftersom

01 — 2] = |27 = |25 — 7|

sager vi att vi har kvadratisk konvergens. Antalet fixerade
decimaler fordubbla har i varje iteration! Kan mera allmant

sages galla om

21 — 2] ~ Claj — 2)*.

o |
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Konvergenshastighet

o N

Ett mindre trivalt

Exempel: © = g(z) = 1 + £, med 16sning 7 = v/2:

01— 3| = |z — V2| = lg(2y) — gV = |2 + F — (5 + D)
241722z,
= | - x’:2|}nj| |37j_\@‘27

2£Cj

dvs kvadratisk konvergens! Notera att | fall med kvadratisk

konvergens ar det inte lika kristiskt att “konstanten”, som

har C' = L=, &r < 1, men det &r ju forstés heller ingen

\/5;
nackdel!
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Konvergenshastighet

A y =X
-1
y=o+
| 0(%)

= X

s

X

Fixpktsiteration konv. kvadratiskt om grafen y = g(x) helt
horizontell i fixpunkten.

Exempel: Har settatt f(z) =0< z=g(x) =2+ a f(x). Hur
valja lampligt o?

o |
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Konvergenshastighet

o N

zj1 = 2| = |g(x5) — 9(2)| = |v; + a fz;) — (7 +af(‘)!=lxj—a‘f+
<1+ o 8D g, g,

Har att

For konvergens maste « valjas sa att funktionen framfor
lz; — z| &r < 1, och helst << 1, dvs ~ 0. Obs: Det “ideala”
valet

1 N 1
2 /@i) = 1) = =y

ZCJ'—ZC

o= —

xj—x

e] mojligt ty z okand! Vad man kan gora ar att valja

Ly — Tj—-1
X = Q5 i — — / / .

f(xj) — f(zj-1)
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Konvergenshastighet

-

Grafisk tolkning:

; i - X
/ Xj+1 Xj-1

Den streckade linjen genom punkterna (z;—1, f(z;j—1)) och
(5, f(x;)) ges ju av

f(ilfj) — f(%’—1)

Tj—Tj—1

y— flzy) =

(x —Jj—xj-1)

med y = 0 for

\— L =Tj41 = Tj — f(xj) - f(xj—l) f(xj)



Konvergenshastighet

o .

Notera att denna metod inte riktigt ar ngn fixpunkts iteration
zj+1 = g(z;),

dar ju hogerleded bara skall bero pa féregaende z;, och

inte som har pa de tva féregaende z-vardena. Metoden
ger | alla fall kvadratisk konvergens.

Fragor att jobba vidare med:
# Hur hitta [ampliga = och X?
# Hur hitta ratt I[6sning?

o |
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Konvergenshastighet

-

Example: Antag att vi soker losn z = 1 till

r=g(z) = z°.

# Hur hitta alla I6sningar?
® Vilken metod ar bast?
® Vad kan menas med bast?
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Resume

-

Resume:

Har betraktat allméanna ekv. av typ f(z) = 0 och g(z) = «z,
och forsokt narma oss/konstruera losningar z till dessa
m.h.a. bisektion resp fixpunkts-iteration. Exempelvis kan vi
vilja l6sa ekv. f(z) =1 — 3z + 2° = 0 m.h.a. bisektion:
Finner att f(0) = 1 ar positivt, och att f(1) = —1 ar negativt.

Soker vidare och beraknar mittpunktsvardet f(0.5) = —32
som ar negativt, osv.

) X] f(xj ) Xj | f(Xj)

0 o) 1 1 -1

1 0 1 0.5 —-0.375

2 0.25 0.672.. 0.5 -0.375

3 0.25 0.672.. 0.375

4

5

03125 | O 0.375
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Resume

-

Efter 4 iterationer har vi konstruerat den forsta decimalen | T
z, dvs funnit att z = 0.3....Efter ytterligare 3-4 iterationer kan
vl fixera en andra decimal, osv.

Foliden {z;}52, (lksom {X,}) ar en s.k. Cauchy f0ljd, s.a.
|37j - ajj’ < €,
om bara,j > N(e). Har galler ju att
1 .
<< ()
|wi — 5] < (2)

och darmed for i > j

- i — 5] < (5) .
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Resume

(1/2)

FOr e som | figure galler

1 .
i — 2] < (5 < e

om bara:,j > N med N = 4. Mindre ¢ kraver storre
N = N(e).

|
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Resume

o |

Varje Cauchyfo6ljd definierar succesivt fler och fler decimaler
i ett bestamt reellt tal z. Om t.ex. (3)? <107® och z; har 7:e

decimalen 5, sa gaaller detta aven for alla foljande z; med
; > 4 i foljden till 5. (Viss tveksamhet kan rada om 8:e

decimaleni z; ar O eller 9, vilket kan krava att vi gtill senare
z; Innan decimal 7 1 z kan fixeras.)

o |
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Resume

o N

Hur raknar man med z, och hur vet vi att z [60ser den givna
ekv.? LOste problemet elegant genom att definiera

F(@) = fllima;) = limf(z;).

——
|

o |
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Resume

- o

Galler da att foljden {y; 220 med y; = f(x;), dvs {f(z;) 720
har ett gransvarde? Ja, (t.ex.) om f ar Lipschitz
kontinuerlig, dvs

[f(a)— F(b)| < Lla—b| forallaa,b
som kan bli aktuella. Med a = z; och b = z, fas
yi —yj| < Lz — x| <e,
om bara i, j tillréckligt stora, sa att

1 .
L(§)9<e omz: > j.

- N
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Resume

Speciellt géller detta for f(z) =1 -3z + 2% och a,b € [0,1] ty

1f(a)— fB)=1=3a+a’—(1-=3b+0%)] =|—3(a—0b)+ (a® + al
<(3+3)|a—bl=Ila—0b medL =6.
Slutligen galler att limf(z;) =0ty

1., o
(@) < 1 @)= ()] < Lla=X,| = LGV =0 d& j— oo,

Bisektion ger alltsa alltid en konvergent foljd som tillfér en
ny decimal | z var 3:e-4:e iteration.

|
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Resume

-

Fixpunktsiteration
zj+1 = g(z;)

konvergent om ¢ kontraktion, dvs om
g(a) — g(b)] < Lla—b| medL < 1.

Ju mindre L, ju snabbare konvergens.

o |
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Resume

-

Funktioner: Beteckningen f : R — R betyder att funktionen f
tar (emot/kan matas med, vissa) reella tal x € R och ger
reella varden f(z), dvs f(z) € R.

D(f) ar mangden av de x for vilkka f(x) ar definierat, dvs
precis de z man tillats stoppa in i funktionen.

R(f) ar mangden av motsvarande varden f(x), dvs

R(f) = {f(z):z e D(f)}.
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Resume

-

Med f: R x R — R antyds att f ar definierad for (vissa) par
av reella tal (z1, z2) € R x R =: R?> med ett reellt varde
f(z1, x2) € R.

Obs: x betecknar har ingen produkt | vanlig mening. EX:
f(:l?l, $2) = 2331 — 1 X9.

o |
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Resume

-

Har speciellt mott polynomfunktioner
f(z)=ag+ a1z + as 4 ta, " = sum?zoaj 77

| fallet ap = a1 = .. = a,, = 1 ger detta en s.k. geometrisk
summa

s=1+z+2°+.+2" =suml_
som kan beraknas genom mult. m. 1 — z:
(1—xz)s=1—z""

dvs
1 — gt

s = sum;_, = (for = #£ 1).

a N

. —p.24/81



-

Derivata och integral

Fokus: f(x) = 0, hitta «!

LOosn x kan vara (ett enda) tal, som i Dinner Soup med
r = 10/15, eller ett talpar z = (z1, x2) som 1 Dinner Soup/Ice
cream problemet, (eller taltripel, eller ..,)

eller en funktion z = x(y) som 1 Dinner Soup med variabel
budget y ($) for sopp inkép, dvs ekv f(z,y) =152z —y =0
med [0sh x = x(y) = y/15.

Det oberoende variabeln (har y ($)) kan t.ex. ocksa vara
tiden ¢, och den beroende variabeln t.ex. en motsvarande
stracka x = x(t).

-

|
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Derivata och integral

Kommande fokus:

eller allmannare

(1) = g(z(t), 1), a(t)="7,

dar aven derivatan z/(t) av funktionen xz(t) ingar, och dar ¢
ar en given funktion, harg: R — Rresp g : R x R — R, och

allmannare g : R4 x R — RYom = = (x1, xa, .., ).

|
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Derivata och integral

o N

Notera att &ven dessa ekv kan skrivas pa formen f(z) = 0,
t.ex. med f(x) = 2’ — g, dvs

f
z(t) 7 2 (t) — g(t).



Derivata och integral

-

Nu installer sig flera fragor:

# Vad menas med z/(t)?

# Hur beraknas 2/(t) fran z(t)?

# Hur beréknas xz(t) givet att 2/(t) = g(t)?



Derivata och integral

Exempel: Bilresa Trollhattan-Tocksfors, via Tosse, x(t)
strackan efter tid t:

X (km)

i

180+
kaffepaus i Tosse
/—/\ﬁ
90 ¢

—= t(h)

# Vilken har hastigheten v = v(t) varit?
# Vad menas med hastighet?
# Hur beraknas x = x(t) givet hastigheten v = v(¢)?

o |
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Derivata och integral

fI detta fall: T

Vv (km/h)

90

i — t(h)

1
Erinrar oss att hastigheten ar derivatan av strackan, dvs att
v(t) = 2'(t), dar 2/(t) ar “tillskottet i stracka per tidsenhet” vid

tiden ¢. Oklarheten vad galler hastigheten vid ¢t = 1 resp
t = 1.5 leder oss att sOka precisera begreppet deriverbarhet.

o |
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Derivata och integral

-

Losningen pa problemet hur man kan berakna z(t) givet
z' (1) = g(7) for 0 < 7 <'t, dvs berdkna strackan z(¢) givet
hastigheten z/(7) = v(7), ges av integralen

dar v(7) dr representerar tillskott i stracka vid tiden 7 under

ett kort tidsintervall dr, och f(f v(T) dT representarar
summan av alla dessa tillskott fran tiden 0 till ¢.

|
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Derivata och integral

integration

o)
\/

derivering

61225

km



Derivata och integral

Exempel: Vid fritt fall 6kar hastigheten med tiden.
Hastighetesforandringen per tidsenhet +/(t) kallas
accelerationen och ges av gravitationskraften med

V'(t) =9.81 (m/s?)

med Iosning v(t) = 9.81¢ (m/s) vid given
begynnelsehastighet »(0) = 0.

9.8 3

Piza

L ; - t(s)

|
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Derivata och integral

o N

Vilken ar fallstrackan = = z(¢) vid tiden ¢, nu givet att
o'(t) =v(r) =9.817 foro<rt <t
Verkar har rimligt att svaret ges av

() =081 i=081 "
r(t) =9.81 -t =9.81—
2 2

dar 9.81 % representerar medelhastigheten under det
aktuella tidsintervallet |0, ¢].

o |
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Derivata och integral

o N

Mera allmant kan z (¢ ) beraknas m.h.a. indelning i mycket
korta tidsintervall

sadana att
v(ti1) ~ o) ~u(t) fort, 1) <t <t
varvid bor galla att
x(ty) — x(tj—1) = o(tj-1) (& — tj-1),

alt.

B z(ty) — z(tj—1) = v(ty) (t — tj-1). o
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Derivata och integral

-

Summation over j = 1,2,.., N ger

tillskott
z(ty) = z(ty_1)+ z(tn) — z(tn_1)
foreg. jllskott tillglfott
= 2(ty_9) + &(Qv_l) _ x(tN_2i+ z(ty) — 2(ty_1) -
= z(to) +z(t1) — z(to) + x(t2) — z(t1) +.. + z(tn) — z(En—_1)
hl

= Y a(ty) — a(tjo)

~ Yl o(tor) (t — i)

~ Yy olty) (t — i),

Ldvs z(ty) kan beraknas m.h.a. upprepad summation. J
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Derivata och integral

Formeln
N

x(tN) ~ Zv(t]’_l) (tj — tj—l)

j=1

motsvaras av for “oandligt korta” tidsintervall av

2(ty) = /O () dt

dar dt motsv. tidsintervallen ¢; — t;_1, och [ summation av
tillskotten v(t) dt 1 fallstracka mellan t = 0 och ¢t = ¢, och
dar ~ dvergar i exakt =.

|
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Derivata och integral

-

Exempel: 2'(t) = v(t) = 1 + t med begynnelsevillkoret
z(0) = 0 ger

N
p(tn) ~ Y (L+tjo1) (t — tj-1),
7=1

dvs med t; — t;_1 =: k, t; = j k, fas (enl Leibschnitzel)

N 2
z(ty) zZ(lJr =) k) k= Zk +Z j—1)k NtNth?N.
j=1

\\/-/ o
=Nk=tn Nk2N2/2

o |
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Derivata och integral

-

Metoden kan generaliseras till ekv

v (t) = g(a(t),t) -

Exempel: z'(t) = x(t) med begynnelsevillkoret 2:(0) = 1




Derivata och integral

-

Speciellt erhalls for k = 1/N, ty = Nk = 1:

(1) = (1+ %)N

Notera: (1+ &)Y - edd N — oo



Linearisering och Derivata

-

Definition av derivata. Observation: Pa tillrackligt korta
intervall, t.ex. nara en given punkt z, kan en funktion f(z) |
allmanhet betraktas som linjar:




Linearisering och Derivata

-

Vilken ar den linjara (affina) funktion
y=m-+~kx

som bast approximerar y = f(z) for x nara z?

Naturligt att valja m sa attm + kz =y = f(z), dvs
m = f(z) — kz, dvs

y=f(z)—kz+kx=f(Z)+k(x—12),

dar vi nu gar vidare for att hitta ett bra k-véarde!
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Linearisering och Derivata

-

Redan valet av m ger

f(z) = f(T) + k(z = T) + Ey(z,7),

dar
|Ef(x,7)| < Ky(Z) |z — |
P
litet f.  nara z!
Ly

Bz, 2)| = [f(z) = f(Z) = k(2 —T)
<|[f(z) = f(@)] + k| |z — 2| < (L+|k]) |2 — 7,

om bara f ar Lipschitz.

.



Linearisering och Derivata

o N

Fraga: Kan vi nu vélja k£ sa att

Ep(@,2)| < Kp(@)  |o—af

mkt litet 1:;; nara z |

Om detta ar fallet sager vi att f(x) ar deriverbar 1 x = z med
derivatan f'(z) = k.



Linearisering och Derivata

o N

Exempel: f(x) = 2%. Finner att

Ei(z,2)=2*—-2*—k(z—2)=(x+7)(z —2) — k(z —T)
=(x+7—k)(x—7),

dvs for k = 2z galler

dvs f(z) = z?* &r deriverbar med derivatan f/(z) = 2z for
r = X.
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Linearisering och Derivata

o N

Derivatan f/(z) ar alltsa (riktningskoeff.)
proportionalitetsfaktorn & 1 ett linjart samband

y=f@)+ k(@ —-1)

alternativt
y—1y= k (ZU o j)v
som approximerar y = f(z) med ett fel E;(z, z) sadant att

By (2, 7)] < Kp(@) o — @]

for  nara z.
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Linearisering och Derivata

-

Kan det finnas flera sadana k ?

Antag
fla)=f@)+ki(x—2)+ Ei, 1=1,2.

Subtraktion ger
0= (kl—kg)(x—£)+E1—E2.
Division med =z — z (f. = # Z) ger

E1 — Eo

rT — X

ko — k1 =

Men ..



Linearisering och Derivata

o N

.. eftersom
E;| < K; |z — 7|,

foljer att
’kg — k1| < (Kl + Kz) |£IZ — 3_3’,

for z nara z, och da forstas speciellt for z = z, varav foljer
att ks = kq!
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Linearisering och Derivata

-

Exempel: f(x) = 23. Finner att

3 — 33—k (z— %)

|
=
\W)
+
8
K
+
K
\W)
|
=
s
|
=

dvs for &k = 3 z2 erhalls

dvs
|Ef(z,7)| = |z + 27| |z — 2|* < K¢(T) |v — 7|

for z nara z om t.ex. K¢(z) = 3|z| + 1.

.



-

Linearisering och Derivata

Enklare:




.

Deriveringsregler

Exempel: f(x) = 2™, n naturligt tal. Utnyttjar nu att

n__ .n n—1
(a+b)"=a"+nad"" b+

delbart m »2

Vi finner att

dar
Ef(z,7)| < Kf(2) |z — 2|,

for x nara z for ngt K((z).



Deriveringsregler

Exempel: f(z) = 1. Finner att

_ 1 1 . T2 1
Ey(z,2) = ;—g—k(x—x) — —

dvs for k = —%2 erhdlls

Byle,0) = (——=+ =) (0= 2) = — (- 2)",
med
Bp(2,7)] < Kp(7) |2 — 2,
for z ndra z om = # 0 och K;(z) = % t.ex. Alltsa

f@)=-= -

X



-

Deriveringsregler

Sammanfattningsvis:  f(x) = x™ deriverbar med derivatan T
f'(z) = nz™ ! for naturliga tal n, liksom for n = 0, och

n = —1 for z # 0. Skall senare se att samma formel giltig for

n godtyckligt heltal, och senare aven godtyckligt rationellt

tal!.

o |
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Deriveringsregler

o N

Om f(z) deriverbar med derivatan f/(z) sa ar aven

(¢ f)(x) = ¢ f(x) derivarbar med derivatan ¢ f'(x). Vidare ar
summan (f1 + f2)(z) = fi(x) + fo(x) av tva deriverbara
funktioner deriverbar med derivatan f{(z) + f5(z).
Derivatan f’(x) betecknas aven D f(z) och %(x).

Den senare beteckningen motiveras av foljande metod for
berakning av f'(z) = L (x)



Deriveringsregler

-

Har att
f(z) = f(z) = f'(2) (v — 2) + Ef(2, 7).

Division med = — z, = # z, ger

flz) — f(7)

fiey =0T g )
dar
E
Ryea)] < | - 280 < k() o — o).

Dvs for  nara z galler
d — T

—(z) ~
\— " dx x—T




Deriveringsregler

Idealt skall man hér ta z = z, ty da fas likhet, men ? ar svart

att berakna!
Daremot galler ju om z; — 7 da i — oo, t.ex. med

ri =T+ %, att

iMoo 251 E) — im, L, o [F/(2) + Ry(i, )]

XTi—I

= lim; 00 f'(Z) + liM; s Ry (24, 7) = f(Z) + 0,

dvs
flz;) — f(i‘).

T; — T

f’(:f) = |iM; oo

Detta ger oss aven en praktisk metod att berdkna f'(z), om

an inte helt problemfri.

|

. — p.56/81



.

Deriveringsregler

Exempel: (“analytisk” derivering) f(z) = +/x:
f(a:,) f(z) _ \/90_ VT

_ (VB (Ei—VD)
(Vai+v/a) (@:—2)

= Voive) @o)

_ 1 N 1 _ 1
T VTtV T a2y

‘H

da z; — z, dvs f'(z) = ;

5



Deriveringsregler

Numerisk derivering: Ofta kan vi endast berakna
7 ~vy; = f(x;) och g~y = f(z), med fel s.a.

;i —yil <0 och |g—y| <o

FOr motsvarande differenskvot

galler ..

|
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Deriveringsregler

Vi—Yity—y+yi—y f/ (m) ’

v — f(@)] = -

gi—yi . y—§ , Yi 26 |
xz—$+$z—f’7+xz—x_‘f( )\<m+Kf(ﬂ7)’3?z—3?|,
Ry (w:,m)
som minimeras om | < | ~ K¢(x)|z; — x|, dvs om

2 — x]? = T.ex. galler i Matlab att 6 ~ 10719, sa i ett

f(f(x)'
fall med K¢(z) ~ 2 b6r man vélja |z; — z| ~ 1075,

|
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.

Derivata

Likf ormigt diff erentierbar:
Exempel: Betrakta f(z) = 1 pd intervallet I = (0, 1], med

X

f(z) = —25. For z,z € I géller ju som vi sett
B L T N N RN
f@)=1@) @) =12~ =D = = @)
Ey(z,7)
med
By, 2] = | = (2 — 2] < Kp(a) o — 2
for z néra z, om vi t.ex. tar K((z) = 3.
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Derivata

o N

Vi noterar att K ((z) blir storre for z nara 0, och att det inte
verkar finnas nagot Ky oberoende av z s.a.

Ef(z,7)| < K§(T) |z — Z|°
for x nara z.

| de fall d& det finns ett sddant K séger vi att f(z) ar
likformigt differentierbar pa 1.

o |

.—p.61/81



Derivata

fSaus: Om f(z) likformigt differentierbar pa I med derivata T
|f(x)] < Lforx €I, sa galler

|f(a) = f(0)] < Lla—b] 10ra,bel,

dvs f(z) ar Lipschitz med konstant L. (samma som |

f(z)] < L).

Beviset finns i boken, ganska langt, men kul!!
Visar har att f(x) ar Lipschitz om I har andlig langd = d,

vilket ar enklare.

o |

.- p.62/81



Derivata
fVi har T

|f(a) = F(0)] = [f'(b) (a—b) + Ef(a,b)
< |f'(b) (a = b)[ + [Ef(a,b)|
< Lla—bl+Kysla—b> < (L+ Kgd)|a—10]

for a,b € I, dvs f(z) Lipschitz pa I med konstant L + K d.

Beviset i allmanna fallet bygger pa att dela in I i korta
delintervall av langd d, och “lata d ga mot noll”.

.- p.63/81



Derivata

o N

Avslutningsvis noterar vi att att en Lipschitz kontinuerlig

funktion pa ett andligt (Iangt) intervalll med langd d < oo,
maste vara begransad, dvs finns tal M/ < oo s.a.

f(z)| <M forallazel.

FOr beviset noterar vi helt enkelt att

@) = |f(2) = F@) + F@) < |f(@) = F@)| + | £()
< Llo — 7| + |f(@)] < Ld+|f(2)| = M.

forallaz € 1.

o |

. — p.64/81



Derivata

Exempel: Funktionen f(z) = 1 p& intervallet (0, 1] &r inte
begrénsad. Beviset ovan faller pa att f(x) inte ar Lipschitz
kontinuerlig.

Exempel: Funktionen f(z) = \/x pa [0, 1] ar inte Lipschitz,

men anda begransad.

|

. — p.65/81



Deriveringsregler

o -

Erinrar oss: f(x) deriverbar i z, med derivatan f'(z) = k, om
flz) = f(Z) +k(z—T) + Ef(z,T)

och
Ee(z,7)| < K |z — :Ts|2

for  nara z for ngt K = K¢(z).

ty Yy = f(x)

y =1(x) + k(x = x

y=k (X —=X)
/ - X

X




Deriveringsregler

-

Om
f(@) = (&) + f(7) (x - 7) + Ey
och
9(z) = g(7) + ¢'(7) (v — 7) + E,
foljer att
(f +9)(x) = f'(x) +¢'(2)
och

(cf) () = cf'(x) for konstanter c.

Ovning: Visa detta!!
Exempel: D(z? + %) =2x — %, D(7z3) = 732% = 21 22,



Deriveringsregler

Produktderivering:  (f - g)'(x) =7
Fran ovan:

f(x)g(x) = [f(z) + f'(Z) (x — T) + Ey]
normalstora sma jattesma

x [g(@) +9'(z) (x — 2) + E]

= f(2)9(Z) + [f(Z) 9(%) + f(Z) ¢'(Z)] (x — T) + Ey,,
dar
Ety(7,7)| < Kpg(2) |2 — 77,

for x nara z, for ngt K, (z).
Lévning: Visa detta!!



Deriveringsregler

-

©
_|_
pag
O
Q\
S

Slutsats: (f - ¢)(z) = f'(z) g(

Exempel:

Kontroll: (2% +1) (3 — z) = —2% + 32% — 2 + 3 har derivatan
—32%2 4 62 — 1. Stammer!

.



Deriveringsregler

-

Derivering av sammansatt funktion

g

= g(r) =y

Fraga: (f o g)'(z) =?
VI har

/
T fy) = flg(x)) = (fog)(z) ==

g(x) = g(z) + ¢'(z) (z — ) + Ey,
(Y

fy)=fw+ @ y—9+Es.
For § = g(z) och y = g(x) erhalls



Deriveringsregler

|Etog(x, )| = | f(9(2)) Ey(x,T) + Ey|
< |f(9())| K4(Z) |z — 7|
+K¢(9(2)) lg(x) — 9(2)]?,

dvs om ¢(z) Lipschitz sa att
g(z) — g(z)| < L|z — 2|

galler
| Bpog(w,%)] < Kfog(¥) 2 — 2|7,

for x nara z om



Deriveringsregler

f
Kpog(2) == | f'(9(2))] Ky(2) + L* K(g(2)),

dvs f(g(x)) ar deriverbar med derivatan
(fog)(z)=f'(g(2))d ().

Faktorn ¢'(x) kallas har inre derivatan.



Deriveringsregler

-

Exempel: FOr g(z) = 2?2 + 1, f(y) =y — 7Ty fas

(fog)(z)=(By*—7)2z,

dary = g(z) = 2* + 1, dvs

(fog)(x)=flg(x) = (B(="+1)"-7) 2z .

"

f'(g(x)) g' (@)




Deriveringsregler

-

Deriveringsregeln uttrycks ofta

dz _ dz dy
de dy dz’
dar alltsa z = f(y) och y = ¢g(z), och kallas kedjeregeln.
Exempel: y =22+ 1, 2 =y = (2% + 1)? ger

dz dy

— 34?22z =3 1) 2z.
0y iz T (% +1) 2z

o |

.—p.74/81



Deriveringsregler

-

Exempel: u = f(2), 2 =g(y), y = h(z), dvs u = f(g(h(x))) ger
du du dz dy

de ~ dz dy dx’

t.ex.

D((1 =32)*+1)° =5((1 —32)* + D)*2(1 — 32) (-3).



Deriveringsregler

L, / 1 / 9/<37)
— ) =——g9g(x) =— r) = —
@) = T = T W = Ty
Exempel: Dz~ ™ = D(me) = —% = —mz~""1, dvs regeln

Da™ = n2"~ 1 giltig &ven for negativa heltal n.



-

Deriveringsregler

Derivering av kvot

Froy_ f@ o1
=18 = )
Alltsa,
N :IJL:’:EL x_g’(a:)
(2Y() = Dlf0) o) = 7o) r ) (2
Exempel:
7 27 (1 — 2°) — 22 (—322)
Dl—x3 (1 —23)2




Derivata

-

Hogre ordnings deriv or:
Funktionen h(x) = f/(x) kan i sin tur deriveras:

Exempel: f(x) = 23 ger



Derivata

Hoger/vanster derivata: Om
f(z) = f(z) +k(z—2)+ Ey

med
‘Ef‘ < K |$ — f|2,

for x nara z sadana att + > z sager vi att f(x) har hoger

derivata f (z) = ki Z.

Exempel: f(x) = |z| ar inte deriverbar | x = 0 men har

hogerderivata f! (0) = 1 och vansterderivatan f’ (0) = —1

for x = 0.

En funktion kallas deriverbar pa ett intervall I = [a, b] om

den ar deriverbar for a < x < b och hogerderiverbar resp
Lvénsterderiverbar i o och b., om dessa ingar i intervallet. J

.—p.79/81



Deriveringsregler

Derivering av x”, 7 = p/q rationellt tal: Erinrar oss att
y = g(z) = 2" = 2P/7 = (2P)V/7 &r 16sningen till

dvs

dvs

—1
pxp pxp p P_1 r—1
— _= — a = Troxr

\_ g(r) = g (zp/a)a=1  gqap-rle g ' J

Samma deriveringsregel som for heltalsexponenter!!




Deriveringsregler

Exempel: Dz~2/3 = (—2/3)z~5/3,

_ 1
Exempel: Dzl/2 = %az 1/2 = 23%/2, dvs Dy/x = NG som
tidigare.
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