TMAT40B Analys i en variabel Kf Kb, del B, 1999-12-18.
Losningar.

1. (a)

T

/ t cos(5t) dt %[t sin(5t)]$ — %/ sin(5t) dt = tzsin(5z) + 5= [cos(5t)]
0 0 0 0

= tsin(5z) + 5= cos(5z) — 3.

z ' — il’l(t) sin(z)
/0 (1 + sin®(t)) cos(t) dt = { dz _ zos(t) dt} = /0 (1+y%) dy

sin(z) . .
= [y + %y3]0 = sin(z) + 1 sin®(x).

(c) Lat > y. Da fas

|f(m)_f(y)|=‘/y$1-l-;+14(t)‘:/:1-|-;+14(t)§/j dt=z—-y=|z -yl

Genom att lata z och y byta plats inser vi att |f(z) — f(y)| < |z — y| for alla z,y.
Vi drar slutsatsen att Ly < 1.

2. (a) Vi berdknar derivatorna:

(@) =log(1 + ), 10 =0,
J'@) = s 7o) =1,
1) = T 7(0) = -1,

Taylors formel &r f(z) = f(0) + f'(0)z + 5 f"(0)2* + 3 f"(2)z®, dvs

log(1+2) =z — 32° + Ry(z), Ra(z) =3

(1+2)3

dir & &r en punkt mellan 0 och z. Se figuren.
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FIGUR 1. log(1+z) (—-—) och z — 22 (—)

(b) Vi uppskattar resttermen:
|Ro(z)| = éﬁlwlﬂ r>-1.
For & > 0 giller 1/(1 + )3 <1, s4 att
|Ra(2)| < 5l2°, 0<z<1,
dvs C = 1. A andra sidan kan 1/(1 + #)® bli hur stor som helst pa intervallet

—1 < & < 1 och det finns darfor ingen konstant C, sddan att den 6nskade olikheten
galler pa intervallet —1 < z < 1.

(c) log(1.1) & 0.1 — $0.01 = 0.095, felet &r |R2(0.1)] < $107* < 1073.

3. (a) Ekvationen #r (D? — 2D + 17)u = 0. Karakteristiska ekvationen &r 72 — 2r +
17 = 0 med r6tterna ry =1+ 44, 7y = 1 — 4i. Losningen blir

u(t) = ' (Acos4t + Bsin4t),

u'(t) = e'(Acos4t + Bsin4t) + 4e’ ( — Asin4t + B cos4t).

Begynnelsevillkoret ger

ug = u(0) = A,
!

u'(0) = A+ 4B,

(1
dvs A = ug, B = +(uy — ug). Séledes
u(t) = €' (ug cos 4t + 3 (ug — u1) sin4t).
(b) Med ug = u; fas
|u(t)| = et|ug| | cos4t| < eT|ug| for0<t<T.
Alltsa

< el |ug|.
o2 [u(t)] < e fuol

Se figuren.
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FIGUR 2. u(t) = uge’ cos 4t

(¢) Man skriver differentialekvationen som ett system av foérsta ordningen: v1 = u,
ve = u' och

v' = Av, v(0) =vy; A= [_(17 ;] , Up= [Z(l)] )
Sedan anvinder man en numerisk metod, t ex, framéat Euler:

U(0) = vo,

Ut;)) =U(ti—1) + hiAU (ti-1) = (I + b A)U (t5-1).-
(d) Man skriver en m-fil kallad funk.m:

function yprime=funk(t,x)
yprime=[0 1; -17 2]*x;

sedan exekverar man matlabkommandot

>> [t,x]=my_ode(’funk’,[0;10],[1;2],.01);

dir [0;10] anger ett tidsintervall, [1;2] &r begynnelsevirdena och .01 ir steg-
langden.

4. —

5. (a) Ekvationen f(z) = 0 betyder
—2(z1 — 1) + z9€™ =0,
—2x5 — x2e” = 0.
Den andra ekvationen ger xz2 = 0, den forsta ger sedan x; = 1. Det finns alltsé en
enda l6sning Z = [(1]] .
(b) Jacobimatrisen &r

=2+ z2e™* et
—xz2e™! —2—e"

r@ =



4 TMAT40B Analys i en variabel Kf Kb, del B, 1999-12-18. Ldsningar.

(c) Forsta steget i Newtons metod:

evaluera: A = f'(z(@) = f'(0,1) = [:} _13]

b=—1e") =100 = | 5]

. . -1 1) (h]| _[-3 )
16s ekvationssystemet Ah = b : [_1 _3] [h2] = [ 3 ] , h= [_1‘5]

. (1) _ ..(0) 10 15| |15
uppdatera: z'\V/ =z +h = [1] + [_1.5 =105
vi kom lite ndrmare Z!

(d) “Inversa funktionssatsen™ om (i) f : R® — R™ &r deriverbar, (ii) f(Z) = 7, (iii)
f'(Z) ar inverterbar, s& har ekvationen f(z) =y en unik 16sning z nira T for varje
y néra ¢, dvs inversa funktionen z = f~1(y) ér definierad for alla y néra .

. P B N e V) O R4 e Prey
I vart fall har vi Z = [0], g = [0], (@) = [0 —2—e] med det(f'(z)) =
2(2 + e) # 0. Forutséttningarna (i), (ii), (iii) ar alltsa uppfyllda.

Beviset av inversa funktionssatsen bygger pa (kvasi-Newton) iterationen
720 = 3
for k=0,1,2,...
F'@h® = —(f(a®) —y)
kD) = 4(k) 4 p(k)

dvs
2D = 30 _ f1(z) 71 (f(a0) - y).

/stig



