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1 Partiella derivator och kedjeregeln

Problem 1.1 Bestdm partialderivatorna av forsta ordningen till

a. f(z,y) = 2% — 62 + 2y*
b. f(z,y) = xy>.

c. fz,y) =2 + 223y* — y
d. f(z,y) =2xy* — 2%y

e. f(z,y) = In(a? + zy)

f f(@y) = Va2 + 2ay.

9. flz,y) =2°e™

Problem 1.2 Derivera partiellt
a. f(z,y) = zarctan(zy).

b. f(x,y) = e sin(z +y).

c. flz,y) =e"¥ln(z/y).

Problem 1.3 Bestim de partiella derivatorna fy., fy, och fy, till funktionen

fz,y) = 2® + 42y + 8xy® + 2¢°.

Problem 1.4 Bestdm de partiella derivatorna f;,, fr, och f,, till funktionen

flz,y) =™ + zlnay.

Problem 1.5 Berdkna derivatan fgg?;)y(l,Q) om

eQac—y

ery'

f(-r7y) =

Problem 1.6 Lat f(x,y) = xy och x = cost, y = sint. Anvind kedjeregeln
df Ofdx Ofdy

dt — Qx dt ' dydt’

for att berikna df /dt da t = mw/2.

Problem 1.7 Anvind kedjeregeln for att berikna dz/dt om
a. z=3x%2+2xy3, x=t, y=1=t.

b. z=x3-bzy, ==t y=*t.

c. z=x%y3+3, =22, y=1t.



d. z=2%y?, x=cost, y=sint.
e. z=xy, xz=a+at, y=>b+ [t

Problem 1.8 Antag, att z = f(x,y) dr en funktion av tva variabler med kon-
tinuerliga partiella derivator. Om x = 3t + 2 och y = 2t — 1, berikna dz/dt.

Problem 1.9 Bestim alla funktioner f(x,y) som uppfyller

genom att infora de nya variablerna u = % och v = xy?.

Problem 1.10 Transformera

of of _

med substitutionen u = 2% /y, v = y. Lés sedan differentialekvationen.

Problem 1.11 Transformera

med substitutionen uw = x + vy, v = x> — y2. Lis sedan differentialekvationen.

Problem 1.12 Transformera vagekvationen

0*f 1 0%f

dr2 2 o2’
ddr ¢ dr konstant, genom att gora variabelbytet u = x 4 ¢t och v = x — ct.
Problem 1.13 Transformera den partiella differentialekvationen

Of L Pf 0 )
52z 2aeay Ty T @Y

genom variabelsubstitutionen u = x> — y%, v =1 — y.

2 Gradient och riktningsderivata

Problem 2.1 Berdikna gradientvektorn V f om funktionen f ges av
a. f(z,y) = x%y + 4y°.

b. f(z,y) = (22 +y)%.

c. flz,y)=2%/y, y#0.



d. f(z,y) = ydze®.
e. f(z,y) = zye*TV.
fo f(z,y) = arctan £, x # 0.
Problem 2.2 Bestim V f(x,y) i punkten (2,3) da
a. f(z,y) = 42% + 932
b. f(x,y) = ye =V HIS,
c. f(z,y) =ycosh(z —2).
Problem 2.3 Berikna lingden av gradientvektor, dvs. |V f|, till funktionen
floy) =e V42
i punkten (1,1).
Problem 2.4 Bestim derivatan f! av funktionen
fla,y) = 2%y,
i punkten (1,1), lings riktningen v = (1,/3).
Problem 2.5 Berdkna derivatan i riktningen v = (—2,2) av funktionen
fla,y) =2+,
i punkten (1,1).

Problem 2.6 Berdkna f av funktionen f(x,y) = zy i riktningen v = (4,3)
och i punkten (1,1).

Problem 2.7 Bestdm riktningen i vilken funktionen

fl@y) = V9 —a?—y?

vdzer snabbast i punkten (1,2), samt berikna riktningsderivatan till f i denna
punkt.

3 Kurvor och ytor
Problem 3.1 Rita foljande ytor for hand eller i Matlab
a. f(z,y) =2+ 9>

b flz,y) =2* =y

¢ flz,y)=z—-y.



d. f(x,y) = sin(2z) cos(2y).

e. f(m,y)=e2" Y,

Problem 3.2 Skissera nagra nivakurvor till funktionen
flz,y) = 2% + 9%,

Problem 3.3 Skissera nagra nivakurvor till funktionen

2

X

Problem 3.4 Rita nivakurvorna och gradientens vektorfdlt till funktionen f(x,y) =
xy m.h.a. Matlab. Studera speciellt gradienten i sadelpunkten origo och vinkeln
mellan nivakurvorna och gradientvektorn.

Problem 3.5 Visa, att nivakurvorna till ytan z = f(x,y) dr ortogonala mot
gradienten V f(x,y) i varje punkt pa ytan.

Problem 3.6 Rita kurvan
z(t)y=2—t, y(t)=1+t,

frant =0 till t = 1 och visa riktningen. Eliminera sedan t och hdrled kurvans
ekvation i x och y.

Problem 3.7 Rita kurvan
x(t) = cost, y(t) =sint,

frant =0 till t = 2w och visa riktningen. Eliminera sedan t och hdrled kurvans
ekvation i x och y.

Problem 3.8 Bestim en tangentvektor i punkten (1,0) till den kurva som i
parameterform ges av

a. x(t) = cost, y(t)=4sint.

b z(t) = (1 +t)et, y(t)=1t>+t.

Problem 3.9 En partikel ror sig lings kurvan s(t) = (t,t?).
a. Berdkna partikelns hastighet v = s'(t) vid tiden t.

b. Ange farten |v| vid tiden t.

c. Bestam accelerationen v'(t).



Problem 3.10 En partikel rér sig i xy-planet sa att liget s(t) vid tiden t ges
av

s(t) = (acoswt, bsinwt),
dir a, b och w dr konstanter.
a. Hur langt fran origo dr partikeln vid tiden t?¢
b. Bestdm hastighet och acceleration som funktion av tiden.

c. Visa, att partikeln réor sig i en elliptisk bana, dvs. sadan att

LL‘Q y2 1
St =1



4 Taylors formel

Problem 4.1 Bestim tangentplanet till paraboloiden f(x,y) = 2x% + 3y? i
punkten (2,2).

Problem 4.2 Bestim tangentplanet till f(z,y) = 2? + x + y? i punkten (2,2).

Problem 4.3 Sik tangentplanet till z = x* — y> + 22y i punkten (1,1,2) pd
ytan.

Problem 4.4 Taylorutveckla funktionen

2

x
f(z,y) = ;7

till forsta ordning kring punkten (3,3).

Problem 4.5 Bestim tangentplanet till den tvamantlade hyperboloiden
2?4?22 = 9

i punkten (1,1,2).

Problem 4.6 Bestim en ekvation for tangentplanet till ytan

a. x2 + 2y + 322 = 6 i punkten (1,1,1).

b. 22 = 2%y i punkten (—2,1,4).

Problem 4.7 Bestim konstanten C sd att ytan x? + 3y? + 422 = C tangerar
planet genom punkterna (0,1,2), (1,3,0) och (0,3,0).

Problem 4.8 Bestim alla punkter pd ytan x? +2y% + 322 +2zxy +2yz =1, §
vilka ytans tangentplan dr parallellt med planet x +y + z = 0.

Problem 4.9 Bestam Taylorpolynomet av andra ordning till funktionen
fla,y) =2 + 22y +y° — 1,
i punkten (0,0).

Problem 4.10 Taylorutveckla f(z,y) = L il andra ordning kring (1,1).
Y

Problem 4.11 Bestim MacLaurinpolynomet av andra graden till
a. f(z,y) =In(1+ 2z +y?).
b. f(x,y) = e*¥ cos(x +y).

M.a.o0. berikna Taylorpolynomet av ordning tva kring punkten (0,0).



Problem 4.12 Bestdm alla stationdra punkter till funktionen

flzy) =2 —y* +zy.

Problem 4.13 Bestim alla stationdra punkter till funktionen
flay) =e"(1—2%/3—1°).

Problem 4.14 Givet funktionen f(x,y) = —2% — 5y% + 8z — 10y — 13.

" "
— xrx Ty

H - " " )
yz  Jyy

b. Ange om Hessianen dr positivt definit, negativt definit eller indefinit.

a. Berikna Hessianmatrisen

i punkten (4,—1).

c. Avgor om (4, —1) dr en minpunkt, mazpunkt eller sadelpunkt till f(z,vy).
Problem 4.15 Bestdm om origo dr ett lokalt mazx eller min for Gausspulsen
fla,y)=e "V
Problem 4.16 Sok eventuella lokala extremuvdrden till funktionen

f(z,y) = 2 + y* — 4ay.
Problem 4.17 Sok eventuella lokala extremuvdrden till funktionen
flz,y) = (L +ay)e™.
Problem 4.18 Bestdm alla stationdra punkter till funktionen
fla,y) =2 +y° = 3y.

Avgor sedan for var och en av dem, av vilken typ den dr.

5 Divergens och rotation

Problem 5.1 Berdkna divergens, V - F, och rotation, V x F av
F = (22,9% 3z2x).

Problem 5.2 Berdkna divergens och rotation till vektorfdlten

a. F(z,y,2) = alz,y,0).

b. F(z,y,2) = a(—y,z,0).



Problem 5.3 Berdkna divergensen av vektorfdlten

a. A= (y,zz).

b. A =uzyz(1,1,1).

Problem 5.4 Visa, att V x (Vf) =0 for alla skalira funktioner f(x,y, z).
Problem 5.5 Berdkna rotationen av vektorfiltet A = (ye®, ze¥, z).

Problem 5.6 Berdkna divergensen av vektorfiltet

(z,y)
IQ + y2 :

Problem 5.7 Visa, att filtet F = (2xy>, 1 + 322y?,322) dr rotationsfritt.
Problem 5.8 Visa att vektorfiltet

(z,y,2)
(552+y2+22)3/2,

dr divergensfritt i varje omrade utom origo.
Problem 5.9 Visa, att filtet
A = ((y* +2%)yz, (2° + 2%)zz, (2% + y*)ay)

har samma rotation som filtet B = (22yz, y?zx, 2%xy).

6 Kurvintegralen

Problem 6.1 Berdikna kurvintegralen

/xds,
r

langs kurvan T, given av parametriseringen
a. s(t) = (t,t?) 0<t<2.

b. s(t) = (4sint,4cost,3) 0<t <.
Problem 6.2 Berdikna kurvintegralen

/(3+x+y>ds,
I

lings cirkeln T'(t) = (cost,sint) 0 <t < 2.

10



Problem 6.3 LatT" vara en heliz med parametrisering s(t) = (sint,cost,t) t€
[0, 7]. Berikna

/(:z:y + z)ds.
r
Problem 6.4 Berdkna

/ rydr + (v — y)dy,
I

dir T har parameterframstillningen x(t) =t, y(t) =1—¢, 0 <t < 1.

Problem 6.5 Berdikna kurvintegralen

/ ydx + zdy,
r

lings det rdta linjestycket T' fran (1,2) till (3,4).

Problem 6.6 Berdikna kurvintegralen

/F~ds,
r

dir T = s(t), med s(t) = (t,t?) t €[0,1] och F = (22, ).

Problem 6.7 Berdkna linjeintegralen av F = (2xz,3y?, %) lings kurvan C,
definierad parametriskt av

s(t)=(t, 1%, 3¢%) teo0,2).

Problem 6.8 Ett kraftfilt ges av F = (x —y + 1,y). Bestim arbetet

/F~ds,
r

som F utfor pa en partikel som flyttas lings kurvan T : y = 23 frdn punkten
(0,0) #ll (1,1).

Problem 6.9 Berdkna linjeintegralen av vektorfdltet

F = (—2%y,9°)

2 2
x
runt ellipsen — + LA 1, genomlupen ett varv motsols.

a? b
Problem 6.10 Berdikna integralen

T

$2+y2

dir T dar den moturs orienterade cirkeln med radie R och centrum i origo.

11



7 Dubbelintegralen

Problem 7.1 Berdikna, m.h.a itererad integration, dubbelintegralerna

3 1
/ / (1 + 4xy) dady.
1 Jo
/2 pm/2
/ / sin x cos y dxdy.
0 0

4 2
/ / (w + y) dzdy.
1 J1 y

Problem 7.2 Berdikna dubbelintegralen dver rektangeln R, da

a.

a.

// ze™ dxdy, R =10,1] x [0,1].
R

//R fﬁdi R=1[0,1] x [1,2].

Problem 7.3 Antag, att arean av omradet Q0 dr 10 och att

//xdmdyzl //ydxdyz?.
Q Q

Vad blir virdet av dubbelintegralen

/ /Q (3z + 5y — 2) dady.

Problem 7.4 Berdikna dubbelintegralen

// y cos(zy) dzdy,
A

dir A dr rektangeln, som definieras av olikheterna 0 <x <1, 0 <y < w/2.

12



Problem 7.5 Berdkna

X
" dzdy,
//A (1 +ay)? Y

ddar A dr rektangeln, som definieras av olikheterna 1 <x <3, 0 <y <1.

// gda:dy7
D

om D dr det omrade som ligger mellan linjerna x = 1, x = 4 och mellan y = x
och y = 3.

Problem 7.6 Berdkna

Problem 7.7 Berdkna

// (3x + 18y) dzdy,
K

dir K dr det omrade som begrinsas av linjerna x =1, x =3, y = —2x/3 +4
och y =x/3.

Problem 7.8 Berdkna

//B(x + 2y) dzdy,

ddir B dr den mdngd som begrinsas avx =0, y =0 ochy =2 — x.

J[ @+ ) dad,

dir D dr triangeln med hérn i punkterna (0,0), (1,0) och (1,1).

Problem 7.9 Berdkna

Problem 7.10 Betrakta det linjdra variabelbytet

)

u = axr + by
v=cx+dy

dir ad — bc # 0. Antag, att rektangeln R spinns av vektorerna (0,h) och (k,0)
uttryckt i koordinaterna x och y.

a. Skriv transformationen pa matrisform.
b. Berdkna rektangelns horn i koordinaterna u och v.

c. Bestam arean av den transformerade rektangeln.

13



Problem 7.11 Berdkna volymen av den del av paraboloiden
f(xay) = 971’2 7y27
som ligger innanfor cylindern z2 + 3% = 4.

Problem 7.12 Anwdnd polira koordinater for att berdkna integralen

/1 /\/lzz dxdy
o Jo Vi =22 —y?

Problem 7.13 Anwvdnd transformationen x = 3u—2v, y = u+v for att berdkna

[f =y

ddr R dr regionen som begrdinsas av linjerna x+2y =0, x+2y = 10, 3y—x =0
och 3y —x = 5.

Problem 7.14 Anvdnd transformationen u = ©+42y, v = x—2y for att berdkna

// (32 4 6y)*dxdy,
R

ddr R dr regionen som begrdinsas av linjerna x—2y = —2, v+2y = 2, z4+2y = —2
och x — 2y = 2.

Problem 7.15 Berikna

// e* Ydxdy,
K

ddar K ar kvadraten som begrinsas av linjerna x —y =1, c4+y=1, 2 +y = —1
och x —y=—1.

Problem 7.16 Berdikna

J[ @t =)z,

ddr omradet D dr begrinsat av olikheterna 1 < x2 — y2 <2o0chl< 2y <2.
Ledning: sitt u = x2 — y® och v = zy.

Problem 7.17 Berdkna dubbelintegralen

// 4 dxdy,
ET—2Y

da E dr parallellogrammen E = {(z,y) : 0 <z 4+y <3, 1 <z —2y < 4}.

14



Problem 7.18 Berdikna

// e v dxdy,
D

dd D dr cirkelringen a® < z? +y2 < b2, ddr 0 < a <b.

Problem 7.19 Lat T wvara triangeln med hérn i (0,0), (2,1) samt (1,2) och

berdkna
/ / y dxdy.
T

Tips: dela triangeln T i tva mindre trianglar som dr litta att integrera dver och
addera resultaten.

Problem 7.20 Berdikna arean av omradet i forsta kvadranten, som begrdinsas
av kurvorna xy = 1, xy = 2, y = 2/2% och y = 4/2%. Ledning: lit u = xy och

v =2%y.

Problem 7.21 Berdikna

// |z + y|In |z — y| dxdy,
K

dir K dr omradet x| + |y| < 1.

15



8 Greens formel i planet

Problem 8.1 Berdikna kurvintegralen

/C(x2y3 +z)dz + (y*2® +y) dy,

da C dr randen till ellipsen 922 + 4y = 1.

Problem 8.2 Berdikna kurvintegralen
/ (2%y —y°) du + (2 — 2y?) dy,
C

da C dr cirkeln 2% +y* = 9 genomlipt ett varv moturs.

Problem 8.3 Berdikna kurvintegralen
c

dir C dr enhetscirkeln 2 + y2 = 1 genomlépt i positiv led.

Problem 8.4 Berdkna
/ (2° — 2?y) do + zy® dy,
c

dir C dr cirkeln 2 + y% = 4 genomlupen ett varv moturs.

Problem 8.5 Betrakta kurvintegralen

/ e¥dr — e dy,
c

tagen moturs runt randen C till kvadraten med motstaende hérn i (0,0) och
(1,1). Berdikna denna integral genom att evaluera en ekvivalent dubbelintegral
over kvadraten.

Problem 8.6 Berdikna kurvintegralen
ydr —xdy
/c (x+y)?
dir C dr bdagen frdn (4,0) till (0,4) av parabeln y* = 16 — 4x.

Problem 8.7 Visa, m.h.a. Greens formel, att arean av en yta (1 i planet ges
av

1
i/ra?dy—ydac,

dir T dr den positivt orienterade randen till ). Berdkna sedan arean av ellipsen,
som begrinsas av kurvan T : s(t) = (acost,bsint) t € [0,27].

16



Problem 8.8 Visa, m.h.a. Green’s formel, att
% + x” +dry +y” y? a®
dxdy = 1
[ iy = 1),

2
dir S dr regionen x2 + 3% < a?, z,y > 0. Tips: P = — Y

17

z—&—y’



9 Trippelintegralen

1 x Ty
/ / / dzdydzx.
0 Jz2Jo
1 2z Tty
/ / / 2zy dzdydzx.
0 T 0
1 T T
/ / / (x + 22) dzdydzx.
0 Jz2 JO
/// (x 4y + 2) dzdydx,
Q

ddr Q dar den kub som ges av olikheterna 0 <z <1,0<y <1 och0<z<1.

/// x dzdydz,
Q

ddr Q dr omradet, som definieras av olikheterna 0 <z <1, 0<y <1—x och
2y <z<1+9y2

Problem 9.1 Berdkna
Problem 9.2 Berdkna
Problem 9.3 Berdkna

Problem 9.4 Berdkna

Problem 9.5 Berdkna

Problem 9.6 Berdkna

/// rz dzdydx,
Q

ddr Q) dr den kropp, som begrinsas av planen x +y+z =1, x =0, y = 0 och
z=0.

Problem 9.7 Berdkna

/// 2?ye®* dzdydz,
Q

ddr Q dr den kub som definieras av 0 <x <1, 0<y<1och0<z<1.

Problem 9.8 Berdikna vdrdet av trippelintegralen

///K fz,y, 2) dzdydz,

dir f(x,y,2z) = xysinz och K = [0, 7] x [0, 7] % [0, 7].

18



Problem 9.9 Berdikna trippelintegralen

/// ze® dxdydz,
E

dir E dr omradet E = {(x,y,2) : 0<2<1,0<y<2z,0<z<z+2}.

Problem 9.10 Berdkna integralen

1 z Yy R
///zefy drdydz.
o Jo Jo

Problem 9.11 Berdikna

1 1 1
I (E+1e1) e
K\ 'y =z

dver kuben K = {(z,y,2) : 1 < z,y,z < a}.

Problem 9.12 Berdikna

/// 22 sin z cos z dzdydz,
K

da K definieras av olikheterna 0 <z <1, -1 <y <1 och 0 <z <7/2.

Problem 9.13 Berdikna virdet av trippelintegralen

///T f(z,y, z) dedydz,

dir f(z,y,z) = 2x+3y och T dr tetraedern i forsta oktanten, som begrinsas av
koordinatplanen och 2x + 3y + z = 6.

Problem 9.14 Berdikna virdet av trippelintegralen

///S f(z,y, z) dedydz,

dir f(x,y,z) = x +y och S dr omrddet mellan ytorna z = 2 — 2% och z = x
fran 0 <y < 3.

2

Problem 9.15 Berikna

22 +y? + 2%) dzdydx
( Y yax,
R

over cylindern R = {(x,y,2) : 0 < 2? +9y?> <a? 0< 2z <h}.

///E(Jc2 + 9?) dadydz,

dver konen E = {(x,y,2) : /a2 +y? < z < 2}.

Problem 9.16 Berdikna

19



Problem 9.17 Berdikna volymen av cylindern som begrinsas av ytorna x> +
y? =4, 2=0 och z = 4.

Problem 9.18 Berdikna
/// V22 +y2 dzdydz,
D

om D dr omrddet som ligger i cylindern 2% + y*> = 1, under planet z = 4 och
ovanfor paraboloiden z = 1 — x2 — 32,

/// (z% +y* + 2%) dzdydz,
B

dir B dr klotet, som definieras av olikheten x% + y? + 22 < a?.

Problem 9.19 Bestim

Problem 9.20 Berdkna integralen
/// V2 4+ 92 + 22dzdydz,
Q

dir Q dr det omrdade som ligger innanfor klotet x? 4+ y? + 22 = 1 och ovanfér

konen z = /x2 + y2.

20



10 Ytintegralen

Problem 10.1 Arean av en parametriserad yta S = S(u,v) ges av

// 1S, x )| dudv.
Q

dar Q dr en parameterdomdn. Visa, att detta uttryck reduceras till

// L+ f,2 + f,? dedy,
Q

om ytan kan skrivas S(x,y) = (z,y, f(x,y)).

Problem 10.2 Berdikna arean av ytan S(p,z) med ¢ € [0,27], z € [0, h] om

a. S(p,z) = (acosp,asiny, z).

b. S(p,2) = (zcosp, zsinp, z).

Problem 10.3 Berdikna arean av en sfir. Tips: anvind parametriseringen
S(¢,0) = R(cospsinf, sinpsinf,cosf) 0<p<2r 0<6<m.

Problem 10.4 Berdikna ytintegralen

//S(a:y + 2)dS,

ddar S dr den del av planet x 4+ y + z = 2 som ligger i forsta oktanten.

Problem 10.5 Berdikna ytintegralen

// x2yzdS,
s

ddr S dar den del av planet z = 1 + 2z + 3y som ligger ovanfor rektangeln
[0, 3] x [0,2].

Problem 10.6 Berdikna ytintegralen

// yz dS,
s

dir S dr det triangulira omradet med horn i (1,0,0), (0,2,0) och (0,0,2).

Problem 10.7 Berdkna ytintegralen

//S(x2z +9°%2)dS,

dir S dr ytan 2®> +y? + 22 =4, 2 > 0.

21



Problem 10.8 Lat F = (6z,—4,y). Visa, att

//F-ndS:&
s

ddr S dr den delen av planet 2x + 3y + 6z = 12, som finns i forsta oktanten.
Problem 10.9 Bestim flodet av vektorfiltet

F = (0,0, 2%)
dver den del av ytan z = 2 — (2% + y?) som ligger ovanfor xy-planet.
Problem 10.10 Berdkna flodet av filtet

F = (z,9,0)

genom mantelytan till halvsfiren x? + 3% + 22 = a2, 2 > 0.

22



11 Gauss’ sats

Problem 11.1 Givet vektorfiltet F = (222 — 3z, —2xy, —4x), berdkna

// V - Fdzdydz,
1%

ddar V' dr den slutna region som begrinsas av planen x =0, z = 0 och 2z + 2y +
z=4.

Problem 11.2 Lt F = (zy? + e ¥ sin z, 2%y + €7 cos z, arctan xy). Berdkna

//F-ndS,
s

dir S dr begrinsningsytan till kroppen V = {x € R® : 22 + y? < 2z < 9} med
normalriktning nedat.

Problem 11.3 Berikna (normal)ytintegralen

//F~ndS,
s

over ytan S till ratblocket D, som begrinsas avx =0, x =2,y =0, y =1,

z=0 ochz:%.

Problem 11.4 Berikna flidet av filtet F = 2%(z,y, 2) dvs.

//F~ndS,
s

genom mantelytan S till sfiren D med centrum i origo och med radie 3.
Problem 11.5 Berdikna flodet av vektorfiltet
F = 3z + 22, y,2° 4+ 9°)
genom mantelytan S till halvsfiren B = {x € R3 : ||x|| = b, 2 > 0}.
Problem 11.6 Berdikna flodet av vektorfdltet
F = (—e¥, e, 22)

2

genom struten T definierad av 2> = 22 + 4%, 0 < z < 1 och orienterad med

utatriktad normal.
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12 Stokes’ sats

Problem 12.1 Lat ytan S vara den del av planet z =4 —x — 2y, 0 < z < 4,
0 <y <2—ux/2, som ligger i forsta oktanten och har den positivt orienterade
randkurvan . Vidare, lat F = (y, —z, xy). Anvind Stokes’ sats och berdikna

/F-ds.
.

Problem 12.2 Lat S beteckna en liksidig triangel med sidolingd 1 beligen i
planet ax + by + cz = 0. Berdikna det arbete, som vektorfiltet F = (x — 2y —
32,2x — 3y — z,3x — y — 22) utrdttar lings triangelns randkurva v genomlipt ett
varv moturs sett fran punkten (a,b,c).

Problem 12.3 Antag, att F = (3z, 5z, —2y). Berdikna m.h.a. Stokes’ sats

/F~ds,
.

déir «y dr skdrningskurvan mellan cylindern z? + y> = 1 och planet z = y + 3
orienterad moturs sedd uppifran.

Problem 12.4 En cirkel med centrum i (2,6,5) och med radie R ligger i planet
3z +y+ z = 5. Berdkna den s.k. cirkulationen, d.v.s. linjeintegralen

/F~ds,
C

med F = (0,3z 4y, 2y) lings den moturs orienterade randkurvan C' till cirkeln.

Problem 12.5 Lat C vara en cirkel med radie R i planet x+y+z = 3. Berdkna

/F-ds,
c

om F = (22,2%,y%) och om C dr orienterad moturs sett ovanfrdn.

Problem 12.6 Ldit C wvara skirningskurvan mellan ytorna x* + y?> = 1 och
z = 22 + 2y? orienterad moturs sedd uppifran. Berdikna arbetet som filtet F =
(2% —y,y? + 2, 1) utfér pd en partikel som flyttas lings kurvan C. Ledning: lat
ytan S ges av z = x2 + 2y? med 22 + y% < 1. Randen till S dr dd kurvan C,
vilket ger ndS = (—2x, —4y, 1) dzdy.
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13 Potentialfalt
Problem 13.1 Bestdm en potential till vektorfiltet
F = (y% 2xy).

Problem 13.2 Bestdm en potential till vektorfilten nedan:
a. F = (2zy, 2% — y?).
b. F = (322y°z + 2zy, 22%yz + 2% + 1, 23y?).
Problem 13.3 Undersok om faltet F = (3y + 2x, x) dr konservativt.
Problem 13.4 Visa, att vektorfiltet

F = (y*cosx + 2%, 2ysina — 4, 3z2% 4 2)
dir konservativt och bestim dess potential p(x,y, z).
Problem 13.5
a. Bestim potentialen till filtet F = (y + 2z, x).

b. Berdkna, m.h.a. en potential, kurvintegralen

/F~d$,
r

dir T dr halveirkeln fran punkten (3,1) till (1,1).

Problem 13.6 Visa, att filtet F = (yz + 2y, xz + 2z, zy + 3) dr konservativt.
Berdkna sedan, m.h.a. en potential, kurvintegralen av F ldngs linjestycket I" fran
(0,0,0) tall (1,1,1).

Problem 13.7
a. Bestim a och b sd att filtet F = (4a3y — 3by?, 2ax* — 3xy) blir konservativt.

b. Med a och b valda som i deluppgiften ovan, berdkna m.h.a. en potential

/F~ds,
r

dir T dr den slutna kurvan s(t) = (sin®t, e®*5t) med 0 < t < 2.

Problem 13.8 Berdkna integmlen/ F - ds, dar
c

F = (2zyz?, 2°2% + zcosyz, 20%yz + ycos yz),

lings en godtycklig kurva C fran (0,0, 1) till (1, F,2).
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Problem 13.9 Antag, att filtet F har en potential p(z,y) sa att F = V(z,y).
Visa, att detta innebdr att

/FF-dszsow) — p(a),
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Svar 1.1

a. fp=2x—6,f, = 8y3.

b. fr =y f,=2xy.

c. fi=3x%+62%y", f; = 8x%y* — 4y
d. f! =2y? - 32%y, [y =4y — 3.

. f,_ 20 +y ;L T
T 2y’ Y 22 4oy’
‘ f; x+y ;L x

TV T e

g fr=2*(3+ay)e™, f; =ate™.

Svar 1.2

xy 22

;L A
* o= gt L= 1y

b. fi. = e** cos(z +y) + 2> sin(z + y), f, = e** cos(x + y).
c. fh=ye™In(z/y)+ Lte™, f, = xe™ In(x/y) — ﬁewy.

Svar 1.3 f;, =6z + 8y, f;, =8z + 16y och f,\ = 16z + 12y.

S 1.4 " _ 1 xy,,2 no _ 1 ry(1_|_ ) h 7 = Ty i
var 1.4 fo, =5 +e7y" Jpy =, e xy)och f ., = | xe _y2 .

Svar 1.5 Efter mycket arbete far vi

f(3) - _2€2w7y(3 + 2£E3 — Sy + zey + 2y3 + m(6y2 o 3))
o @+ )’

)

vilket ger f3),(1,2) = —32/27.
Svar 1.6 Vihar 0f/0x =y, 0f/0y = x, dx/dt = —sint och dy/dt = cost, dvs.

d d d
d—];: %d—j g—zd—? = —ysint + zcost = —sin’ ¢ + cos? ¢,

eftersom = = cost och y = sint. Vid ¢t = 7/2 far vi alltsa df /dt = —1.
Svar 1.7

a. 14t0 + 6t

b. 3t? — 10t
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c. 5212
d. 2cos*sint — 3cos? tsin® ¢
e. a(b+ft)+ Bla+ at)
Svar 1.8 Kedjeregeln ger oss totalderivatan
d= _ofoc  0foy
dt Oz ot Oy ot’
dér dz /0t = 3 eftersom = = 3t + 2. P.s.s. har vi Jy/0t = 2, vilket resulterar i

d= ., 0f . Of
7 =35 25,

Da vi inte kdnner utseendet av funktionen f(x,y) ndrmare ar detta vart svar.

Svar 1.9 For att uttrycka 0f/0x och 9f /0y i derivator m.a.p. u och v skriver
vi

f=fu,v) = f(u(z,y),v(z,y)),
och anvénder kedjeregeln

0f _0f0u  of o

_of o of
9z ouor Tovar ou VTV

0f _0fou dfov _ 0f 1 0f

a9 e B BT Y
dy Oudy Ovdy ou y? * ov vy
2
Differentialekvationen —xa—f — a—f = 0 transformeras alltsa till
y Ox Oy

2,08 (105, o) _
( y? Ou 2y, ) =0

Y awn o
. Of o .
dvs. till e 0 om y # 0. Detta betyder att f(u,v) enbart beror pa variabeln
u
v dvs. att f(u,v) = g(v) eller f(z,y) = g(zy?).

Svar 1.10 f(z,y) = g(%)

Svar 1.11 f(z,y) = (z +y) - g(2? — y?).
Svar 1.12 Kedjeregeln ger forst
of _0fou Ofdv _0f  Of

9r  oudr wodr ou ov
0f _9fdu 0fov _ of _ of

o " ouot Tawar “ou “ou
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Samma anvindning av kedjeregeln upprepas nu pa varje tern i uttrycken for
Of /0x och Of /0y. Vi maste komma ihag att bade df/0u och Of /Ou beror av
u och v, vilka i sin tur beror av x och t. Vi far da

o0 f of Of of o (of
022~ Oz <8u+8v> o <3u>+8x<3v>

{au <§£) Hav (g%i) 1}*{% (gi) Ha (%) 1}

2 P,
a )

= ou? + Oudv
och
?f _ 0 _9 (of\ _ 9 (oF
ot? 0 8t ou 8 ov

™ P2 2 (2) o

Inséttning i vagekvationen ger sedan

0% f
2 _
de Oudv 0-

8u8v ov?

(<5 -
" (af> ] (s?f)
- (G-

L0 62f>

Svar 1.13 Transformera derivatorna m.h.a. kedjeregeln, vilket ger

o/

_1
du2 4
)

Svar 2.1 Gradienten av funktionen f(z,y) i punkten (Z,§) definieras som

vie.n = (e fwn).

Observera att gradienten &r en vektor.

a. Vf(z,y) = (2zy, 2% + 8y)

b. Vf(z,y) = 42z + ), 22z + v))

c. Vf(z,y) = (22/y,—2*/y?)

d. Vf(z,y) = (y°(1 +z)e”, 3y*ze”)

e. Vf(z,y) = (y(1+2)e"™¥, (1 +y)e*Y)

£ VF(ry) = (—yx)

29



Svar 2.2

a. Vf(2,3) = (16,54)

b. Vf(2,3) = (~27, -35)

¢ V£(2,3) = (0,1)

Svar 2.3 Vi far Vf(1,1) = (-2, —2). vilket ger lingden |V f| = /8.

Svar 2.4 Vi har att Vf(z,y) = (2293, 32%y?). Den angivna riktningen #r in-
te normerad utan maéste justeras till v = 2(1,/3). D& f, &r projektionen av
gradienten V f pa vektorn v, fas.

fr1,1) = VF(L,1) v =(2,3)1(1,V3) =1+ 3V3.
Jfr. formeln fér projektion av en vektor pa en annan.
Svar 2.5 0 dvs. Vf(1,1) och v ir ortogonala.
Svar 2.6 7/5

Svar 2.7 Vi har f/(1,2) = Vf(1,2) -v = |Vf(1,2)|cosf, om |v|] = 1 och 6
ar vinkeln mellan Vf och v. Storsta vérdet av cos@ dr 1 (0 = 0), vilket ger
maximala riktningsderivatan |V f(1,2)| = v/5/2. Om 6 = 0 pekar v i samma
riktning som Vf(1,2) dvs. v = (—1,-2)//5.

Svar 3.1 Skriv t.ex. foljande kod i Matlab:
>> [X,Y] = meshgrid(-2:.2:2, -2:.2:2);

>> Z = sin(2*X).*cos(2*Y);

>> surf(X,Y,2)

Svar 3.2 En nivakurva bestar av alla punkter som uppfyller f(z,y) = C for
nagon konstant C. I vart fall ges alltsa nivakurvorna av 2 +9y% = C. Eftersom
22 + 9y% > 0 maste C > 0, dvs.

L
crt o v

Nivakurvorna ir ellipser med origo som mittpunkt och med halvaxlarna v/C

och %\FC

Svar 3.3 Nivakurvorna ir av formen z2/y = C. Om C # 0 kan vi skriva

dvs. de &r parabler.
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Svar 3.4 Skriv t.ex. foljande kod i Matlab:
>> [X,Y] = meshgrid(-5:.5:5, -5:.5:5);

>> Z = X.*Y;

>> [px,py] = gradient(Z,.5,.5);

>> contour(Z), hold on, quiver(px,py), hold off

Svar 3.5 Betrakta en punkt (a,b) pa nivakurvan f(x,y) = C. Lat = = z(t)
och y = y(t) vara en parametrisering av denna nivakurva med x(ty) = a och
y(to) = b. Det giller att f(z(t),y(t)) = C. Alltsa har funktionen en derivata
m.a.p. t som dr noll, dvs. m.h.a. kedjeregeln

df _of , Of 1o _
i (t)+ ayy (t)=0.

Speciellt for ¢ = to erhalls Vf(a,b) - (2'(t0),y (to)) = 0. Men (2'(t0), y'(to)) &r
kurvans tangentvektor i punkten (a,b) och det féljer att V f(a,b) dr vinkelrit
mot kurvans tangent i (a,b).

Svar 3.6 Kurvan beskriver linjen y = 3 — z fran (2,1) till (1,2).

Svar 3.7 Vi far cirkeln 22 + y? = 1 genomlupen ett varv moturs. Visualisera
t.ex. i Matlab m.h.a.

>> t = 0:0.01:2*pi;

>> x = sin(t);

>>y = cos(t);

>> comet(x,y)

Svar 3.8 Tangenten ges av vektorn (a'(t),y'(¢)).

a. (0,4)

b. (2,0)

Svar 3.9

a. v(t) = (1,2t)

b. [v(t)] = V2 + 42

c. v'(t) =(0,2)

Svar 3.10

a. Avstandet d till origo vid tiden ¢ ges av d = /z(t)? + y(t)2.

b. Partikelns hastighet ges av tangentvektorn s'(
accelerationen av dess tidsderivata s” (t) = —w?
—w?s(t).

) = w(—asinwt, bcoswt) och
acoswt,bsinwt), dvs. s”(t) =

t
(

C. -
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Svar 4.1 Tangentplanet i punkten (a,b) till funktionen z = f(z,y) ges av

2= f(a,b) + fi(a,0)(z — a) + fy(a,b)(y = b).
Da f; = 4z och f, = 6y erhalls f;(2,2) =8 och f;(2,2) = 12 i detta fall. Detta
ger tangentplanet z = 20+ 8(x — 2) +12(y — 2) till ytan z = 222 + 3y? i punkten
(2,2).
Svar 4.2 z+ 8 = 5z + 4y
Svar 4.3 z+y+ 3 =6z
Svar 4.4 z=3+2(z—3)—3(y—3)

Svar 4.5 Betrakta nivaytan g(z,y, z) = C och ta en punkt (Z, 7, Z) som ligger
pa denna, dvs. sa att g(Z, 7, z) = C. Vi vet att gradienten Vg(z,y, z) dr normal
till nivaytan g(z,y, z) = C, vilket medfor att den ocksa maste vara vinkelriit
mot tangentplanet. Detta ges i punkten (Z,y, z) av

(x—Z,y—7,2—2) -n=0,
dér n &r en normal till ytan g(z,y, z) = C. Vilj n = Vg(Z, 7, z). Detta ger
9:(2,9,2)(x — @) + g, (2,9, 2)(x — §) + 9. (2,9, 2) (2 — 2) = 0.
Sitt nu g(x,y,2) = 22 + y? — 22, si att hyperboloiden berskrivs av nivaytan
g(w,y,2) = —2. Eftersom g¢,,(1,1,2) = 2, g, (1,1,2) = 2 och ¢.(1,1,2) = —4, ges
tangentplanets ekvation av
2z —1)+2(y—1) —4(z — 2) = 0,
eller forenklat 2z + 2y + 4 = 4z.

Svar 4.6

a. r+2y+32=26

b. -

Svar 4.7 C =11

Svar 4.8 Punkterna %(37 —1,1) och %(—3, 1,-1).
Svar 4.9 3 + 2zy — 1

Svar 4.10 z(3+ (y — 3)y)

Svar 4.11

1,.2 2
a. r—5r°+y
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1,2 1,2
Svar 4.12 Origo ér enda stationdra punkten (sadelpunkt).

Svar 4.13 Villkoren f, = (2%/3 —2z/3+y* —1)e™* =0 och f; = —2ye™" =0
ger de stationdra punkterna (—1,0) och (3,0).

-2 0
H(o —10)'

b. Negativt definit ty egenvardena till H &r negativa.

Svar 4.14 a.

c. Maxpunkt, ty Vf(4,—1) = 0 och H &r negativt definit.

Svar 4.15 maxpunkt

Svar 4.16 Sadelpunkt i origo och lokala minima i punkterna (1, 1) och (=1, —1).
Svar 4.17 Sadelpunkt i (1,0).

Svar 4.18 Lokalt minimum (0, 1) och sadelpunkt i (0, —1).

Svar 5.1 Beteckna F = (F,, F,,, F,) = (22, y?,3zz). Divergensen ges av

OF, oF, OF
F= e 90y z
v ox + Jy 0z

=2z 4 2y + 3z = dx + 2y.

Rotationen fas m.h.a.

€r €y €
VxF=|0, 8, 0.
F, F, F.

Svar 5.2

a. V-F=2a, VxF=(0,0,0)
b. V.-F=0,V xF = (0,0, 2«)
Svar 5.3

a. V-A=0

b. V-A=yz+xz+ 2y
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Svar 5.4 -

Svar 5.5 Vx A= (0,0,e¥ — ")
Svar 5.6 0

Svar 5.7 Vx F = (0,0,0)

Svar 5.8 -

Svar 5.9 -

Svar 6.1

a. Parametriseringen s(t) innebédr att kurvans kartesiska koordinater ges av
x(t) = t och y(t) = t2. Linjeelementet ds beriknas med Pythagoras sats,
ds? = dz? + dy?, dvs. uttryckt i t

e ) (5 - v

Insatt i integralen ger detta

/xds-/ /14 4t2dt = [LQ +4t2)3/2}0:%(17ﬁ—1)

b. 32. Observera att ds? = da? + dy? + dz>.
Svar 6.2 67
Svar 6.3 7r2/\/§

Svar 6.4 Vi har 2/(t) = 1 och 3/(t) = —1, vilket medér att de = dt och
dy = —dt. Vi erhaller nu

/nydx +(z—y)dy= /01 t(1—t)dt + (2t — 1)(—dt)

1
_ 2 _ 1,2 1,311 1
—/O(lftft)dt_[tfit -’ =%

Svar 6.5 Vimaste hitta en parametrisering av kurvan I'. En sadan ges t.ex. av
s(t) = (t,1+t) med t € [0,1]. Overtyga dig om att linjen s(¢) gar genom (1,2)
och (3,4)! Eftersom parametriseringen innebér att do = dy = dt, fas nu

1
/yda:+xdy:/ (2t+1)dt =2.
r 0
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Svar 6.6 Observera forst att ds och F nu ér vektorer! Denna typ av integral
kan latt aterforas pa en form vi redan sett genom att vi skriver ds = (dz, dy).

[Fds= [ ) (dn.dy)
r r
= / 2ide +ydy = {dx =dt, dy = 2tdt}
r
1
= / (2 +26%) dt = [56% + 3¢4], = 2.
0
Svar 6.7 Vi ser att dx = dt, dy = tdt och dz = %t2dt, vilket ger oss
2 G
/ F-ds:/ (' + 345+ 3¢ty dt = 24.
c 0
Svar 6.8 Parametrisera kurvan med t.ex. s(t) = (t3,¢t) t € [0,1].

/F-ds:/(m—y—l,y)~(da:,dy)
r r
:/(a:—y—l)dx—i—ydy: {dx = 3t* dt, dy = dt}
r

1
:/ (3t2(t3 —t —1) +t)dt = 3
0 4

Svar 6.9 En enkel parametrisering av ellipsens randkurva C' &r x = a cost och
y = bsint. Om vi bérjar i (a,0) och gar hela varvet runt motsols varierar ¢ fran
0 till 27. Alltsa,

/ F-ds :/ —22ydz + 2 dy
c c
2 . 2w
= / a®bcos® tsin® t dt + / b*sin® t cost dt
0 0
27
= iagb / sin?2tdt, den andra integralen #r noll,
0
2w T
= %a%/ (1 —cosdt)dt = Za3b.
0

Svar 6.10 0. Filtet ar ortogonalt mot kurvans tangentvektor.
Svar 7.1

a. Integranden &r kontinuerlig pa integrationsomradet varfor vi kan berdkna
integralen med itererad integration. Vi borjar med att beridkna den inre in-
tegralen

1
Ay) = / (14 4zy)de = [I + 2x2y] z;(l) =142y,
0
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och dérefter den yttre

/13 Aly)dy = /13(1 +29)dy = [y + 7] =10
Den sokta dubbelintegralen &r alltsa lika med 10.
b. 1
c. 22—1 In2
Svar 7.2
a. e—2

b. Arrangera rikningarna pa foljande vis:

// ;iafzy/ /1[1n(m+y)]é dy:/12(1n(1+y)—lny)dy
27

:[(y+1)ln(y+1)f(erl)f(ylnyfy)] 1111—6.

Svar 7.3 21
Svar 7.4 1

Svar 7.5 2 —1n2
Svar 7.6 30
Svar 7.7 144
Svar 7.8 4

Svar 7.9 1/3

Svar 7.10 a. Transformationen blir pa matrisform

u\ _[(a b\ [z

v)  \c d)\y/)’
b. Hornen fir koordinaterna (0,0), h(a,c), k(b,d) och (ha + he, bk + dk).
c. Arean blir hk(ad — be).

Svar 7.11 287

Svar 7.12 g(2 - V3)
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Svar 7.13 Variabelbytet x = 3u — 2v, y = u + v gor att integrationsomradet
R overgar i rektangeln R’ = [0,2] x [0,1] i uv-planet. Areaskalningen ges av
funktionaldetermianten

dz,y) |3 -2
d(u,v) |1 1]

Integranden ges av ér 2z — y = 2(3u — 2v) — (u + v) = 5u — 5v. Slutligen far vi

//R(Qx_y)dxdyZ// (5u — 5v) - 5 dudv
725// ufudvdufgs/[v,,ﬂédu

_25/ (u—1)du=25[3u® — 1 uf} = 25.
0

Svar 7.14 48

Svar 7.15 e—1/e

Svar 7.16 3/4

Svar 7.17 Med den foreslagna substitutionen Overgar integrationsomradet i

rektangeln E' = [0, 3] x [1,4] i uv-planet. Funktionaldeterminanten ges av
ot 2&:9) | _ 1 7
d(u,v) ‘ d(u,v)
det
d(z,y)
dvs.
d dud dud dud
dxdy = |det (z,y) dudv = udv - dudv - qudv
d(u,v) det d(u,v) 1 1 |-3|
d(z,y)| |1 =2

Slutligen fas

// da:dy—// u—v.dudv_ // 7—1 dvdu
T — 2y /

:f/ (uln4d —3)du=1n2 —1.
9 Jo

Svar 7.18 Omradet beskrivs enklast i polédra koordinater z = rcos¢ och y =
rsinp med a < r < boch 0 < ¢ <27 Vi har sedan

[] vty [ [ rasie= [T v
o [ge ] = (e ).
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Svar 7.19 Linjerna som begrénsar T ges av 2z—y = 0, z+y = 3 och x—2y = 0.
Dela t.ex. T i bitarna T} och Th, dir T; dr triangeln med horn i (0,0), (%, 1)
och (2,1). Detta bestimmer automatiskt 7. Totala integralen dr summan av
integralerna 6ver respektive triangel. Vi far

1 2y 1
// ydmdyz/ Y / dr | dy = =,
T1 0 y/2 2
2 3—y
// ydwdy:/y(/ dm)dy:l,
T2 1 y/2

dvs. svaret dr 14+ 1/2 = 3/2.

Svar 7.20 Arean av D ges av integralen

[ = I, |

dir D bestéms av olikheterna 1 < xy < 2 och 2 < 22y < 4. Med variabelbytet
u = zy och v = 2%y dvergar omradet D till rektangeln D’ = [1,2] x [2,4] i
uv-planet. Funktionaldeterminanten ges av

det

x)) ‘ dudv,
V)

d(u,v) 1Y €| 2, _
det Ay |2zy 2| =Ty =0,
dvs.
det d(z,y) = l
d(u,v) v
Vi far nu

2 4 2
// dsr:dyz// dUdU:/ du/ @:/ (In4 —1In2)du =In2.
D rov 1 2 v 1

Svar 7.21 Vi noterar att integranden Ar positiv pa hela K, som begrinsas av
linjerna * +y = £1 och z — y = +1. Det &r dérfor lampligt att inféra de nya
variablerna u = x 4+ y och v = z — y. Det nya omradet i uv-planet blir rutan
K’ =[-1,1] x [-1,1]. Vi har nu

du,v) |1 1
d(z,y) |1 —1

’ = —2 = det d(z,y) 1

det
¢ d(u,v) 2’

vilket ger

dud
J[ 1o+ viinge sl dody = [ Juitn g %5
K KI 2
1 1 1
7/ |u\du/ In |v| dv
2 —1 —1

1 1
z/ 2udu/ lnvdv:[vlnv—v]é:—l.
0 0

Hér har vi anvént gransvérdet lim,_gvIlnv = 0.
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Svar 8.1 Sitt P = 22y + = och @ = y?2% + y och 1&t D vara ellipsen, som
innesluts av C. Da 9Q/0x — OP/0y = 0 fas, p.g.a. Greens formel

[ piaan [ (2222 oay

att kurvintegralen forsvinner.

Svar 8.2 Sitt P = 2%y — 3 och Q = 23 — xy?. Vi har 0Q/0x = 322 — y? och
OP/0y = x? — 3y*%. Greens formel ger da

/ (2®y — ) de + (2 — 2y®) dy = 2// (2* + y?) dady,
C D

dir D ar cirkelskivan 22 + y? < 9. Dubbelintegralen evalueras littast i polira
koordinater. Vi har alltsa

21 3 4713
2// (2% + y?) dedy = / / r? . rdrdp =221 [] = 81.
D o Jo 4]

Svar 8.3 7/4
Svar 8.4 87
Svar 8.5 2 — 2¢e

Svar 8.6 Skriv integralen pa formen

T

) __ Yy . - _
/demcgdy, pP= Q L

(z+y)*
Vi ser att 0Q/0x = OP/dy om x + y # 0. Nu innesluter inte C' nagot omrade,
varfor vi inte kan anviinda Greens formel direkt. Addera dérfor linjen L mellan
(4,0) och (0,4) till integrationsvigen. Kurvan L+ C bildar da rand till omradet
D, som ligger under parabeln y?> = 16 — 4z och &ver linjen y = 4 — 2 med
0 < z < 4. Forutsiittningarna for Greens formel dr nu uppfyllda, dvs.

ydr — xdy / // (8@ BP)
el hel- A Pdz + Qdy = — — — | dzdy = 0.
/C+L (x+y)? C+L @y p\dz 0Oy

Vidare, ldngs linjen y = 4 — x géller att dy = —dz, vilket medfor att

— 4 —
/ydx xdy :/ (4 I)+xdx:1.
L (@+y)? 0 42

P.g.a. orienteringen av L blir kurvintegralen 6ver C' alltsa —1.
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Svar 8.7 Sitt P = —y och Q = x. Arean av ytan {2 ges av

1 1 00 op
dd//2dd//<>dd
//Qxy 2 JJa = o \dz 0Oy B

1 1
:f/Pdm—&—Qdy:f/xdy—ydx.
2 Jr 2 Jr

Arean av ellipsen s(t) = (acost,bsint) t € [0,27] blir alltsa

1 1 2m
f/mdy—ydx:f/ (acost-bcost — bsint - (—asint)) dt
2 Jr 2 Jo

1 2 b 27
=— / ab(cos® t + sin®t) dt = i 1.dt = mab.
2.Jo 2 Jo

Svar 8.8 Tips: cos® o 4 sin® o = (sin o + cos @) (sin? o — sin a cos a + cos? ).

Svar 9.1

1 prx pxy 1 px Ty
/// dzdydac:// (/ 1dz> dydx
0 z2 JO 0 Jz2 0
1 T 1 x
:/ / [z]5Y dydx:/ </ xydy) dx
0 Jz2 0 2
1 27 1 2 4 4 671
_ v _ T T | _
—/01‘{2:|w2d$ /OI(2 2)dx [8 12]0

1

24

Svar 9.2

1 2 x+y
/ / / 2zy dzdydz
0 T 0

1 2z 1 2z

:/ / [22yz]5 Y dydx:/ / 2zy(z + y) dydx

0 T 0 T

1 2z 1 37 2T

:/ / (2x2y+2xy2)dyda::/ {a:Zyz—i- Qxy} dz
1

= /0 (x2 . (235)2 + %m . (295)3 — (m4 + %x‘l)) dx

123, 23 [2°]" 23
= —_ d = — J— _ —
/033: T3 {5}0 15

Svar 9.3 1/10
Svar 9.4 3/2

Svar 9.5 1/10
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Svar 9.6 1/120
Svar 9.7 ¢ —5/2

Svar 9.8
///xysinzdzdydac:/ / zy [— cos 2] dydx
o Jo Jo o Jo
— [ 20 [ do = (3o = 4t
0

Svar 9.9 2¢%(e —2) —2/3. Borja med att integrera m.a.p x, sedan y och sist z.
Anvind partialintegration pa z-integralen.

Svar 9.10

1 z Y R 1 z 21y
/ / / ze Y dxdydz:/ / [xze*y} dydz
o Jo Jo 0o Jo 0
1 z R 1 272
:/ / yze Y dydz:/ {—%ze‘y} dz
o Jo 0 0
1
_ _ 22
/

N

(2¢7% —2)dz=1 [% e

Svar 9.11 3(a —1)?Ina
Svar 9.12 1/4

Svar 9.13 Tetraedern T begrédnsas av planen z = 0, y = 0, 2 = 0 och 2x +
3y + z = 6. Detta medfor att 0 < z < 6 — 3y — 2z. Projektionen av T pa planet
z = 0 innesluts av linjerna y = 0 och 2z + 3y = 6, dar 0 < x < 3. Integralen av
(2x 4 3y) over T ges dérfor av

3 p2-2z/3 p6—22—3y
/ / / (22 + 3y) dzdydx = 18.
0o Jo 0

Svar 9.14 Ytorna z = 2 — 22 och z = z? skiir varandra lings linjerna z = 1
och x = —1. Integrationsgrianserna ar déarfor 0 < y < 3, =1 < x < 1 och
2?2 < 2 <2 — 22, vilket ger

3 1 p2—a?
/ / / (x +y) dzdrdy = 12.
0 —1Jz2

Svar 9.15 Cylindern ligger parallellt med z-axeln med mittpunkt i origo, har
hojden h och radien a. Den beskrivs enklast med cylindriska koordinater x =

41



rcosy, y=rsingpoch zmed 0 <7 <a,0<z<hoch0<y<2r. Vifar

/// 22 +y? + 22 dmdydz—/// rdrdgodz

(r? + 23)r drdedz

\

h
do [fa*z + § 2°d°]
(: ath + La’h®) dp = : ma®h(3a® + 2h7).

Svar 9.16 Projektionen av E pé planet z = 0 #r cirkelskivan 22 + 3% < 4.
Den undre ytan av E beskrivs av z = y/x2 + y2 och den 6vre av planet z = 2.
Konen beskrivs enklast i cylindriska koordinater © = rcos¢, y = rsinp och z
med 0 <r <2 r<z<2och0 <y <2r Eftersom dedydz = r dzdrdp fas nu

Vai—z2 2
/// 22 +y?) dedydz = / / / (22 + y?) dzdydx
Vi—z? :c2+y2
27 16
= / / / r2. rdzdrdp = — 7
0 0 r 5

Svar 9.17 167
Svar 9.18 1—52 T

Svar 9.19 Klotet kan beskrivas med sfiriska koordinater x = rsinf cosp, y =
rsinfsing och z = rcosf med 0 < o <27, 0 <0 <7, 0 <r < a. Volym-
selementet dr dedydz = r?sin Odrdfdy och 2% + y? 4+ 22 = r2, vilket medfor

2w pm opra
/// (22 +y* + 2%) dadydz = / / / r sin Odrdfdye
B o Jo Jo
27 T 7'5 a
= / / {] sin 6 dfdp
2m
= —/ / sin 6 dfdp
2

5 27 4
:%/ [— cos O] dgp—%/o de:gwa5.
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Svar 9.20 I sfariska koordinater far klotet och konen ekvationerna r = 1 re-
spektive § = m/4. Integrationsomradet bestims av olikheterna 0 < r < 1,
0<0<m/4,0< <2

/// x2+y2+z2dxdydz:///r~r281n9drd0dg0
Q
27
/ dgo/ sin 9d0/

/4 (
= 5[70056‘]0 = f
Svar 10.1 Se boken.
Svar 10.2

a. Parameterformen S(ip, z) beskriver en cylinder med radie a, centrum i origo
och med hojden h. Arean av cylinderns mantelyta ges av ytintegralen

h 27
/ / 1", x 5. dpd.
0 0

Eftersom S, = (—asinp,acosg,0) och S, = (0,0, 1), fas

€y ey e,
Sy xS, =|—asing acose 0= (acosy,asing,0),
0 0 1

vilket fér 6vrigt dr en normal till cylinderns mantelyta. Vidare har vi [|.S, x

S.|| = \/a2 sin? ©+a? sin? © = a, vilket slutligen ger arean

h 2w h 2m
/ / 1S5, x SL|| dpdz = / / adpdz = 2mwah.
o Jo o Jo

b. v27h?2
Svar 10.3 47 R?

Svar 10.4 Planet S kan skrivas z = f(z,y) =2 — x — y, dvs.

// xy+2)dS = // xy+2—x—y)dS.

For att berdkna ytelemenetet dS, behovs nu en parameterframstéllningav S,
teex. S(z,y) = (x,y, f(z,y)) = (z,y,2 —  — y). En infintesimal area pa ytan S
kan skrivas

dsS = |8}, x S;H dedy = \/1+ f,2 + f,? dedy = V3 dzdy.
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Eftersom z,y,z > 0 i forsta oktanten fas integrationsgrinserna 0 < x < 2 och
0 <y <2 — . Slutligen erhalls

2 2—x
/ / (zy +2 — x — y)V3dydz = 2V/3.
o Jo

Svar 10.5 17114
Svar 10.6 —
Svar 10.7 327

Svar 10.8 Planet kan parametriseras av S(x,y) = (z,y,2 — %x — %y) En nor-
mal ges av S, x Sy, = (3, 3,1). Med normalisering fas n = 1(2,3,6). Ytelementet
blir dS = ||S, x S, || dedy = % dzdy. Integrationsgréinserna ges av 0 < z < 6 och
0<y<4-—2x/3. Alltsa,

//F~ndS://(12—2:E—3y,—4,y)~%(2,3,6)d$
S S

6 (4—2x/3
:%/0/0 (24—41:—6y—12+6y)-%dxdy

6 pd4—2x/3
:%/0 /0 (12 — 4z) dxdy = 8.

Svar 10.9 Ytan S kan parametriseras S(z,y) = (x,9,2 — (2% + y?)). D4 ytans
tangentvektorer &r S; = (1,0, —2x) och S;, = (0, 1, —2y) fas enhetsnormalen

CSLx S, (22,29,1)
1S, xSyl /42 + 42 + 1

Ytelementet dS ges av dS = ||.S;, x S} || dzdy = \/42? + 4y? + 1dzdy. Vi far

//F-ndS:// 22 dxdy,
S D

dédr D &r projektionen av S pa zy-planet. Eftersom omradet D &r cirkelskivan
22 + y? = 2, evalueras integralen littast med polira koordinater. Insdttning av
z =2 — 2% — 2 ger slutligen

// 22 da:dy:// (2 — 2% — y*)? dady
D D
2 V2 V2
= / / (2 —rHrdrdp = 27T/ (2r —r3) dr = 2.
o Jo 0

Svar 10.10 Ytan parametriseras enklast i sfiriska koordinater (r, 6, ). Da ra-
dien &r konstant » = a pa ytan, fas

n

S(6,p) = (asinf cos g, asinfsin p, a cos ).
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Parameterformen ger ytelementet dS = a? sin 6 dfdy, och enhetsnormalen
n = (sin d cos p, a sin d sin ¢, cos ).

Eftersom F = (asin 6 cos ¢, a sin § sin ¢, 0) erhalls nu

2n /2
// F -ndS =d* / / (sin® 0 cos?  + sin® @sin? @) dfdy
s o Jo
27 pm/2
= a3/ / sin® 8dfdy
o Jo
7\'/2 4
= 27Ta3/ sin® 0df = = wa®.
0 3

Svar 11.1 Vi har V- F = 4x — 2x = 2x, sa volymsintegralen ges av

// V-Fdxdydz:// 2x drdydz
1% 1%
2 2—x 4—-2x—2y
=2/ J:daj/ dy/ dz
0 0 0
2 2—x
:2/ xdm/ (4 -2z —2y)dy
0 0
2 .
:2/ x[4y721y7y2]0 *da
0
2
:2/ (4 — 42* + 2%) dx = §.
0

Svar 11.2 Vi ser genast att V- F = 22 + y2. Gauss’ sats ger nu

//F~nd5:/// V - Fdxdydz
S v
9
= /// (22 + 9?) dedydz = // dxdy/ (2 + 9% dz
14 D 22492
— [[ 0= =y 12 diay,
D
déir D é#r cirkelskivan 22 + y? = 9. Byte till polira koordinater ger oss nu
3 2m
// F'ndS:/ dr/ r2(9 — r?)rdy
s 0 0
3
= 27r/ (9r3 — r®) dr
0

9 1 1% 2437
—on |2t 28| = 20
7T|:4’I“ GTL 5
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Svar 11.3 Eftersom V - F = 4z 4 xz, fas m.h.a. Gauss’ sats

//F~ndS:// V~Fdxdydz:// (4x + x2) dedydz
s D D
3/2 1 2
z/ dz/ dy/ (4x + z2) dx
3/2 3/2
/ dz/ 2x—|— xz dy—/ dz/ 8+42z)d

3/2 3/2
z/ 8y + 22y, dz—/ (8+422)dz = —
0 0

Svar 11.4 Efter nagra enkla deriveringar fas
422
Va2 + 22

Byte till sfiriska koordinater ger V - F = 47 cos? §. M.h.a Gauss’ sats far vi

//F-ndS:/// V - Fdxdydz
s
/// (4r cos? 0)r? sin 0 drdfdey
27
—4/ dcp/ cos 051n9d9/ 3 dr = 1087.
0

Svar 11.5 Gauss’ sats kan inte anvindas direkt eftersom S inte &r en sluten
yta. Men om vi ligger till cirkelskivan D, definierad av 22 + 32 < b2, z = 0,
s& innesluter ytorna S och D halvsfiren B = {x € R?® : ||x| < b, z > 0}.
Forutsiattningarna for Gauss’ sats dr nu uppfyllda. Om normalen till D viljs
utatriktad fas

//SF'ndS+//DF'nd5=///BVFdxdydz.

Volymen av en halvsfaren med radie b ar %7‘(’[)3 och eftersom V - F = 4, fas

// V-Fdazdydz:/// ddxdydz = 4- 2 7b°.
B B

Positiva enhetsnormalen till D &r n = (0,0, —1), vilket ger

// F~ndS:// 3z + 22, y, 2% +y*) - (0,0,—1)dS
D D
2m b
:// —(x2+y2)dS=/ / —ridrdp = — 1 wb*,
D o Jo

dvs. den sokta integralen har virdet % b3 + % bt

V.F=
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Svar 11.6 Problemet kan inte direkt losas med Gauss’ sats eftersom T inte
utgor hela begransningsytan till ett omrade i rummet. Genom att tillfoga L,
det plana locket z? + 32 < 1, z = 1 uppfylles emellertid detta villkor, ty T+ L
ir en begrinsningsyta till kiiglan K, given av 22 + y? < 22 <1, z > 0. Vi har

dérfor att
//F~ndS:/// V~Fdzdyx—//F~ndS.
T K L

Vidare dr V - F = 2z. T hojdled &r T begrinsad av /22 + y? < z < 1. Projek-
tionen D av T pa zy-planet &r cirkelskivan 22 4+ y2 < 1, vilket medfér att

1
// V~Fdzdydx:/// 2z dzdydx
K z2+y
2w
// lfx — 2 dydxf/ / 177' Yrdrde

r ™
=2 1—12)rdr =21 |— ——| ==,
7r/0( r2)r dr 7T|:2 4}0 5

Eftersom n = (0,0,1) &r en enhetsnormal pa L och z dér har vérdet 1 far vi

J[Fonas= [[as= [[12as ==

dvs. totala flodet genom T' dr —3 7r
Svar 12.1 Planet parametriseras av S(z,y) = (z,y,4—x—2y). Normalen ges av

Sy xSy, = (1,2,1). Rotationen &r VxF = (1+z, —y, —1),dvs. (VxF)-(1,2,1) =
1+x—2y—1_x—2y Stokes’ sats ger nu

4 p2-x/2
/F~ds://(VxF)~ndS:// (x — 2y) dxdy = 0,
0% S 0 0

S ox S!
dir vi utnyttjat att dS = [|S, x S} || drdy och att n = m
Svar 12.2 Arbetet ges av linjeintegralen
/F~d8=/ (VxF)-ndS,
v S
dér vi anvint Stokes’ sats. Rotationen ges av
€x ey e,
VxF= Oy Oy 0, = (0,—6,4).

r—2y—32 20—-3y—z2 3x—y—2z
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(a,b,¢)
N

1

_ Ae—6b //dsﬁ 4c — 6b
a2 + b2 + 2 S 4 a2+b2+027

dér vi utnyttjat att arean av triangeln S &r ?.

En normal till planet ax + by + cz = 0 ges av n = . Vi far

Svar 12.3 Berikna forst rotationen

exr €y €
VxF=|0, 0, 0.|=(-2,3,5).
3z bx —2y

Om Y betecknar det ytstycke i planet z = y + 3, som innesluts av v med
normalen n = (0, —1, 1) blir v rand till Y med positiv orientering. Stokes’ sats

ger dérfor
/F.dsz//y(VxF)-ndS
://Y(72,375).%(0,f1,1)ds
:%//YdS:%\/Ew:%,

dér vi normaliserat n samt berdknat arean av Y genom att inse att Y &r en
ellips med halvaxlarna /2 och 1.

Svar 12.4 Anvind Stokes’ sats

/CF-ds://D(er“)-nd&

dér D &r cirkelskivan som omsluts av C. Vidare, V x F = (—1,0,0). En nor-
mal till D med rétt orientering #r n = (3,1,1)/v/11, dvs. komponenten i nor-
malriktningen till V x F &ir —3/v/11. Arean av D #r mR?, sa cirkulationen r

737rR2/\/H.

Svar 12.5 Vi har V x F = (2y,2z,2z). Lat D vara cirkelskivan i planet = +
y + z = 3, som har randen C. En uppatriktad enhetsnormal till D &r n =
(1,1,1)/v/3. Stokes’ sats ger nu

/CF-dSZ//[)(VxF)-ndsz%//D(gy,%,zm).(1,1,1)ds
_\}g//[)(Zz+2y+2z)dS—2\/§//DdS—2\/§7rR2,

dér vi anvént oss av arean av cirkelskivan for att beréikna integralen i sista ledet.
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Svar 12.6 27
Svar 13.1 Potentialen ¢(z,y) ska uppfylla

Do _ dp _
%—y och %—2xy.

Integration av den forsta ekvationen m.a.p. x leder till
p(z,y) = vz + g(y).

P.s.s. ger integration av den andra ekvationen m.a.p. y
p(z,y) = zy* + h(z).

Funktionerna g(y) och h(z) dr godtyckliga och uppstar hér istillet for den van-
liga konstanten som alltid fas da vi soker primitiva funktioner. For att fa kon-
sistens mellan vara tva uttryck for o(x,y) maste vi ha g(y) = h(z) = ¢, med ¢
en konstant. Alltsa ar ¢(z,y) = vy + c.

Svar 13.2
a. p(z,y) =2y — 39° +c
b. Om F = (32%y?z+ 2zy, 203yz+ 2%+ 1, 23y?) uppfyller potentialen ¢(z,y, 2)

¢

Oy dp 3.2
Oz ’

= 322y 2 + 2xy, a—y =223z +22+1, och 5, — %Y

Hogra ekvationen medfér att o(x,y,2) = x3y?z + f(z,y). Insatt i viinstra
ekvationen ger detta 3z2y?z+f/ (z,y) = 32%y%2+2xy, dvs. f.(z,y) = 2xy och
f(z,y) = 22y +g(y). Potentialen ges alltsd av p(x,y, 2) = 23y?z+ 22y +g(y).
Inséittning i mittersta ekvationen ger 223yz + 22 + ¢'(y) = 223yz + 2% + 1.
Vi far ¢’(y) = 1 och g(y) = y + ¢, med ¢ konstant. Slutligen fas alltsa
p(z,y,2) = 2%y 2 + 2’y +y +c.

Svar 13.3 V x F = (0,0, —2). Filtet #r inte konservativt.

Svar 13.4 ¢(z,y,2) = y?sinx + 223 + 22 — 4y + ¢

Svar 13.5

a. F = (y + 2x,z) 4r rotationsfritt och har potentialen ¢(z,y) = 2y + 22 + c.

b. Om F har en potential ges kurvintegralen av skillnaden i denna mellan start-
och slutpunkt, dvs.

/ F.-ds=¢(3,1) —¢(1,1) = —10.
r

Potentialen o(z,y) dr alltsa ett slags primitiv till kurvintegralen, som &r
oberoende av integrationsvigen I'.
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Svar 13.6 F &r konservativt, ty V x F = (0,0,0). Det finns da en potential
o(z,y,2) sddan att F = Vp(z,y, z). Denna ges av ¢(x,y, 2) = xyz + 22y + 3z.
T origo har vi ¢(0,0,0) = 0 och vid &ndpunkten ¢(1,1,1) = 6, dvs.

/F-ds =p(1,1,1) — ¢(0,0,0) = 6.
r
Svar 13.7
a. Eftersom rotationen ges av
V x F = (0,0, 8ax® — 3y — 42> + 6by)
ger valet a = b= % ett konservativt filt.

b. Da F &r konservativt har det en potential ¢(z,y). Vi kan dérfér berdkna
kurvintegralen m.h.a.

| Fds = o) = o(5),

dér S och T betecknar start- och slutpunkt pa integrationskurvan I'. Men,
eftersom denna &r sluten sammanfaller S och T, vilket gor att integralen
férsvinner.

Svar 13.8 Filtet dr konservativt med potential p(z,y, z) = 22yz? + sinyz + c.

Alltsa, ges integralen av ¢(1, §,2) — ¢(0,0,1) = 7 + 1.

Svar 13.9 Med s'(t) = (2/(t),y'(t)) och ds = §'(t)dt fas

/Fds /B t)dt = /w s'(t) dt
J

F(s
s 890895 dyp Oy dy
(ax ot " ox &s)dt_/a o U= o) —ela).
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