97 Egenvirdesproblemet

Var stabilitetsundersokning bygger pa det linjériserade problemet:

{ 2'(t) = Az(t) + Bu(t),
33(0) =X,

dir z(t) € R™, u(t) € R™ &r kolonnvektorer och A &r en matris av typ n x n och B av typ n x m.
Vi antar att Bu(t) = 0.
{ a'(t) = Ax(t),

z(0) = xo.
Detta &r ett system av n stycken kopplade linjéra differentialekvationer. Kom ihag tva fall som vi
behandlat tidigare.

(a) En enda ekvation 2/(t) = x(t) med begynnelsevillkor z(0) = 1. Approximationen X (t;) =
X(ti—1) + hX(t;—1) konvergerar mot en unik 16sning x(¢) som vi kallar exp(t):

x(t) = exp(t).

!
(b) Tva ekvationer { 1
2

x'(t) = Ax(t) ] za(t) _ 0 1 |0
{ W0 =20 0 U= | AT o] 0|
Approximationen X (¢;) = X (t;—1)+hAX (t;—1) konvergerar mot en unik losning x(¢) som vi kallar

sin(t), cos(t):
0= | ) |

Vi betraktar nu ett allmént system av linjéra ordinéra differentialekvationer (ODE) med konstanta
koefficienter:

2/ (t) = Ax(t),

x(0) = xo,
dér x(t) och z¢ &r av typ n x 1, A av typ n X n, och déir A ej beror pa t.

) med begynnelsevillkor { i

Approximationen X (¢;) = X (t;—1)+hAX (t,—1) konvergerar mot en unik 16sning x(t), som vi inte
har nagot namn pa, men vi ska se att den kan uttryckas med hjilp av exp, sin och cos.

Vi gor foljande ansats:

In
dér A ar ett tal och g en vektor. Inséttning i differentialekvationen ger:
AeMg = eMAg
Ag=2Ag (ty eM #0)

=
nxn nx1 nx1

Detta leder till egenvirdesproblemet:



Antag att A att dr en kvadratisk matris av typ n X n. Finn
ett tal A och vektor g # 0 sadana att

Ag = Ag.

Obs: nollvektorn g = 0 satisfierar visserligen ekvationen, men det ger bara trivial 16sning z(t) =
eMg = 0 och #r dirfor ointressant.

Sadana A, g kallas egenvirde med tillhorande egenvektor till A (kort: e-vérde, e-vektor).

Egenvektorekvationen kan skrivas:

S 1 0 _ 0
(A=A)g=0 R =
S 0 ) : 0

Detta ar ett homogent linjért ekvationssystem. Vi kommer ihag att tva fall kan intréffa.

e Fall 1: det(A — AI) # 0 = unik 16sning g = (A — AI)~10 = 0, ingen e-vektor,

e Fall 2: det(A — AI) = 0 = icke-trivial 16sning g # 0 (ej unik).

Ekvationen det(A—AI) = 0 &r en polynomekvation p(A) = 0 av grad n. Algebrans fundamentalsats
ger n st rotter A1, ..., \,. Vi noterar att

e )\ ér reella eller komplexa tal,
e )\, kan vara multipelrotter, de raknas da upp sa manga ganger som multipliciteten anger.

For varje A\, kan vi sedan 16sa Ag = A\ig och hitta en egenvektor gi # 0.
Vi har da n st e-virden Aq, ..., A, med tillhérande e-vektorer g1,..., gn.
De satisfierar Agy, = A\pgi, k=1,...,n.

Vi definierar tva nya matriser.

Egenvérdesmatrisen:
A1 0
D =diag(Ay, ..., A\p) = (unik sa nér som pa ordningsféljden).
0 An
En egenvektormatris:
gin 912 - Gin
P = [gla'-'agn] = : : (Q] unik).

gn1  Gn2 " 9nn



De satisfierar

AP = A[gh’gn] = [Agl’PAgn] = [)‘1917'“7)\71971] = PD7

dvs
AP = PD.
Om g1,...,gy dro linjdrt oberoende sa ar P inverterbar och

P 'AP=D, A=PDP L

Vi séger da att A &r diagonaliserbar.

Vi atervéinder nu till vart system av ordinéra differentialekvationer z’(t) = Ax(¢). Vi har hittat n
stycken losningar zy(t) = e*!g. Varje linjir kombination

n
x(t) = Z el = c1eMtgr + .+ ety (¢ dr godtyckliga tal)

k=1
l6ser ocksa ' = Ax. Om g, ..., g, ir linjirt oberoende fas alla lésningar pa detta vis, ty da &r
g1, -, 9n en bas for R™ och 16sningen kan skrivas som en linjar kombination av denna bas:

n
z(t) = Z ye()gr  (yr(t) dr komponenterna for x(t) i den nya basen).
k=1

Inséttning i ' = Az ger

= uOge =A> g =D ve(t) Age =Y Meyn(t)g
% & ~~

k =k gk k

=) (Wh(t) = Mew(t)) ge =0
k
=y (t) — Meye(t) =0 (ty g1,--.,9gn ér linjirt oberoende)

n
=z(t) = che)"“tgk.
k=1

Koefficienterna bestéms av begynnelsevillkoret zg = z(0) = >_;_; cxgx:

= ¢} 4r komponenterna for xg i e-vektorbasen

Denna koordinattransformation kan ocksa skrivas pa matrisform
x(t) = Py(t), o= Pc.

0 .

1 (symmetrisk!)

Exempel 97.1. A= [ (1)

det(A — XI) = ‘ -

Los (A—A)g=0.



1) A1 =1, ansats g; = [

a
b
-1 0 GanS 1 -1 a| |0
1 0 0 0 b| |0
:>bfri,b:s,a:b:s:glz{z]:s[1],sgodtyckligttal.

2) A1 = —1, ansats go = { Z }

=D)L o[- [0

—t -1
=b=ta=-b=—-t= gy = t}_t{ 1]
obs: g1 och gy &r ortogonala, normera sa fas ON-bas: s =t = :I:% = 12 (vi valde + tecknet)

)

_ I R VAVZ RS VAVE R R .
P =[g1,92] = { VE 1)y blir d& en ortogonal matris:

PTP 1, PIPT|: 1/vV2 1/\/5]

—-1/V2 1/V2
Vi har
aw=[35J1E )= [0E A]

_[wve —1v2]fr o0 ] _[1v2 1/V2
o=z e Lo S ]=l v e
dvs AP = PD. Dessutom:
PTAP=D, A=PDP"T.

1) —
Ekvationen { i (*) —fz(t) har 16sningen
0

0= L [ Y] o 7]

begynnelsevillkoret ger o = 2(0) = ¢; [ 1; g } e [ —11//\/? }

1/\/5}:

Multiplicera skaldrt med g3 = [ V3

(0,91) = ¢1(91,91) +¢2 (91, 92) = 1
—— ——
=1 =0

1 i} To1 | _ o1+ To2
2’ 202 V2

=c1 = (20,01) = 91T$0 = [ 5



Pa samma vis:

V2

-1 1 ] |: x01 :| _ —Zo1 + To2

o) = Ham o | ]+ o e [
S i rwat)
o =r [ Sl oo [ 205 ]
= ac | 15 | rac| 3]

vaxer avtar

= véxer om c¢1 # 0
= instabilt system

Exempel 97.2. A= [ _04 (1) } (ej symmetrisk)

e S N
det(A/\I)‘ 4 =X 4+4=0
A1 = 2i, A0 = —2i  (komplexal)

2i 0
=T L]

) A1 =2i
L H |-[o] 2 L]l )=l

%s[ 3] 2 [ 1] =T 1] st
2) Ay = —2i

2 L [e] =0 mme YO L] ] hvtae = -2



(91,92) = gagi = [1 2i [ 211 } =1-4= -3 +#0, ej ortogonala.

2t 0 1 1
p=| 5 5] or=a ]

1 1

2 W
det(P) = —4i #0, P '=

1 =1

2 W

AP =PD, A=PDP7' P l'AP=D

= Ax
.’E(O) = X0

Losningen till { ar

2it 24t
x(t) = cye { 2% ] + coe { 2% ]

Forsta komponenten ar

z1(t) = e 4 cpe™ "
= c1(cos(2t) + isin(2t)) + co(cos(2t) — isin(2t))
= (1 + ¢2) cos(2t) 4 i(c1 — c2) sin(2t)
= dy cos(2t) + dy sin(2¢),

dvs 16sning dr en linjar kombination av cos(2t) och sin(2t).
Vi har anvéint formeln (Ch 33)

et = cos(t) + isin(t)
e = cos(t) + isin(—t) = cos(t) — isin(t)

Stabilitet?
zt)=c & gite ¢ g
vaxer ej vaxer €j
ty |e*?"| = 1 = stabilt system.
0 1
Ezempel 97.3. A = [ 4 9 }
det(A — ) = BRI I C S
¢ T -4 20 |7 -

A=14+vV1—-4=1+3i
M=1+V3i, \a=1—3i

At t_/3it

(E(t) =cie’t'gr + 026)‘2th = ciele g1+ Czete_\/gitgg

Hir dr ele®V3 = e!(cos(v/3t) + isin(v/3t)). Detta ér en sviingning med viixande amplitud.
Instabilt system.



-3

Exempel 97.4. A = { 0

_13] har dubbelt egenvérde A\; = Ay = —3 men bara en linjéirt oberoende

1

egenvektor g1 = g2 = s {O

] = B] (vi valde s = 1). Vi far alltsa

' -3 0 11
D:dlag(Al,)\z)z{O _3}, P:[ghgz]:[o O]'

Nu &r g1, g2 inte linjért oberoende och P inte inverterbar, och darmed &r A inte diagonaliserbar.

= Ax

2(0) = med l6sningen

Vi betraktar nu det allmidnna systemet: {

n
o) = 3 e,
k=1

Vi antar att gi,...,9, &ar linjirt oberoende. Da &r ¢, komponenterna av xgy i e-vektorbasen
gi,---59n-

Vi skriver A\, = oy + iwy. Tva fall:

1) Mg = ay, reellt egenviirde

et = et dr konstant, vizande respektive avtagande beroende pa om ay = 0, ay, > 0 eller

ap < 0.

2) A\p = aj, + iwy, komplext egenvirde

Agt apt jiwit

et = erte = e%?!(cos(wyt) + isin(wgt)) dr en svingning med konstant, vdizande re-
spektive avtagande amplitud beroende pa om realdelen ay = 0, ay > 0 eller oy < 0.

!/ — A
Vi séger att systemet { i (0) _i ar stabilt om x(t) &r liten for alla val av sma begynnelsestorningar
=z

xo (dvs cg).

Systemet &r instabilt annars, dvs om xz(t) blir stor for nagot val av liten begynnelsestorning o,
dvs om z(t) vixer.

Dessutom: systemet dr asymptotiskt stabilt om x(t) — 0 da t — oo for alla zg.

Systemet instabilt < nagon ap = ReAp >0
Asymptotiskt stabilt < alla a, = ReAp <0

Svarare att ge precist villkor for stabilitet. Las “Dynamiska system” sid 1-7.

I MATLAB/Octave:

>> eig(A)

ger endast egenvirdena, medan
>> [P,D]=eig(A)

ger bade e-virdesmatrisen D och en e-vektormatris P.



Ovningar

97.1. Los egenviirdesproblemet for matrisen A i féljande fall. Bestdm en ortogonal egenvektorma-

/: A
tris om mojligt. Los ekvationssystemet { i ) 72 Avgor systemets stabilitet. Rikna forst for
= Zo

hand. Anvind sedan MATLAB/Octave.

2 3
(a)A:_4 1]

6 2
(b)A:_2 9}

[5 4 —2
(c)A=14 5 2

-2 2 8

Svar
97.1.

(a) D = diag(-2,5) = [02 g}, P= {43 ﬂ (ej ortogonal), instabilt.

s 5 0] L 4 [-21 N
(b) D = diag(5,10) = [0 10} P=— { 1 2} (ortogonal), instabilt.
000 2 1 0 P00 %
(¢) D = diag(0,9,9)= {0 9 0f,P=|—-2 0 1| (ejortogonal),eller P = _72 % ﬁ
009 1 -2 2 1 2 =2
3 V5 35

(ortogonal), instabilt.
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